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1 ．導入 
液滴の跳ねは，日常生活で観察される馴染みのある現象である．また，農業における消毒剤の噴霧から犯罪現場の
血痕の解析まで，広い範囲の科学技術に影響を与えている．液滴の跳ねは，その根底にあるメカニズムのよりよい理
解のため，実験的，理論的に 100 年以上の間研究されてきた．近年は，ハイスピードカメラを用いた実験技法の発展
のおかげで，多くの結果が得られている．これらの報告が，Prosperetti and Oguz (1993), Yarin,(2006), Marengo et al. (2011), 
Josserand and Thoroddsen (2016), Liang and Mudawar (2016), Yarin et al. (2017) でなされている． 
液滴が固体表面や小さなターゲットに衝突するとき，トーラス状のリム（へり）を伴う液膜がしばしば形成される．
液膜が広がるにつれて，リム上の波の振幅が増加し，リムから指状のジェットが現れる．さらに，そのジェットから
小滴が飛び出す．本論文では，液滴衝突によって生じる液膜の，トーラス状リムの波形の成長を考察する．
波形の成長について，これまでの理論研究の多くではリムの線形不安定性が調べられている．Fullana and Zaleski (1999), 
Krechetnikov (2010), Villermaux and Bossa (2011), Wang et al. (2018) では，液体の粘性の影響が無視できる場合に “凍結 ”
近似（基準流が時間に依存しない）を用いて不安定性を調べた．そして，波形の成長はレイリー・プラトー不安定性
やレイリー・テイラー不安定性などに起因すると結論づけた．Zhang et al. (2010) は粘性の影響がある場合を考察し，レ
イリー・ウェーバー不安定性が基本的メカニズムであると主張した．また，Roisman et al. (2006, 2007), Roisman (2010), 
Agbaglah et al. (2013) が，糸状の自由表面をもつ液体に対する準一次元理論（Yarin 1993）に “ 凍結 ” 近似を適用して波
形の成長率を調べた．
一方，Ogawa et al. (2018) は，非粘性の液体の運動を記述する準一次元方程式系に対し，“凍結 ” 近似を用いずに線形
不安定性を調べた．“ 凍結 ” 近似を用いると，摂動が指数関数的に成長することが予測される．Ogawa et al. (2018) は，
摂動が指数関数よりも緩やかに変化することを実験的，理論的に示した．
本論文では，粘性の影響を考慮に入れて摂動の成長を調べる．第 2 節では，リム内の液体の流れを記述する準一次
元方程式系を導く．時間に依存する基準流を定め，“凍結 ” 近似を用いることなく，リム半径（液膜の中心とリムの中
心線の間の長さ）の摂動およびリム断面の半径の摂動に対する線形方程式を導く．第 3 節では摂動の成長を求め，粘
性を無視した場合の予測と比較する．摂動の振幅が最大になる周波数は，粘性の影響を考慮した場合と無視した場合
とでは，異なることが分かる．粘性の影響を考慮した場合は，無視した場合よりも緩やかに摂動が成長することが明
らかになる．第 4節で結論を述べる．
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　液滴が小さなターゲットに衝突すると，円形の液膜ができ，そのリム上の波の振幅が増加してジェットが出現する．
本研究では，液体の粘性の影響を考慮に入れてリムの波形の成長を考察した．まず，リム内の流れを記述する準一次元
方程式系を導出し，摂動がみたす線形方程式系を得た．先行する理論的研究の殆どとは異なり，“凍結 ” 近似を用いるこ
となくリムの線形不安定性を調べた．粘性を無視した場合の予測と比較し，摂動の振幅が最も大きくなる周波数は，粘
性の影響を考慮した場合の周波数と異なることを示した．振幅が最も大きくなる周波数に対する摂動は，粘性を考慮し
た場合の方が，無視した場合よりも緩やかに成長することを示した．
キーワード：跳ね，線形不安定性，流体力学，微分方程式
Key  words ： splashing, linear instability, fluid mechanics, differential equation
181
兵庫教育大学　研究紀要　第56巻　2020年2月　pp.181-188
＊兵庫教育大学大学院教育実践高度化専攻理数系教科マネジメントコース　准教授	 令和元年10月25日受理
2．準一次元方程式
図 1は，落下した液滴が小さなターゲット（棒状）に衝突したときに形成される，水平方向に広がる液膜を表している．
液膜はトーラス状のリムで囲まれている．液膜の中心を原点とした二次元極座標を導入し，時刻
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図 1	円形の液膜とトーラス状リム．(a)ターゲットの横方向からの断面および	 (b)ターゲット上方からの図．		
 
2.	 一次元方程式	
	 1 ， 液滴が小さなターゲット（棒状）に衝突したときに形成される，水平方向に広がる液膜を表
している．液膜はトーラス状のリムで囲まれている．液膜の中心を原点とした二次元極座標を導入し  t ，
角度θ におけるリム半径を R ,	リム断面の半径を a とする．Ogawa et al. (2018)の実験で観察できるように
 a << 2πRであるため，準一次元近似を適用すると，リム内の流れは Yarin (1993), Roisman et al. (2006, 2007), 
Roisman (2010), Agbaglah et al. (2013), Yarin et al. (2017), Ogawa et al. (2018)により  
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と記述される．ここで，ρは密度， w(t,θ )はリムの中心線方向の液体速度,	 h(t)はリムと接する部分の液膜の厚
さ,	 VS (t)は液膜からリムへ流入する液体の動径方向速度,		er は単位動径ベクトル,	 V(t,θ ) はリム内の液体の
速度,	 nはリムの中心線における単位法線ベクトル,	α は表面張力係数，µは粘性係数，τ はリムの中心線にお
ける単位接ベクトルである.	(1)は質量バランス方程式，(2)は運動量バランス方程式を表す．液体の圧縮性は無
視されている．Ogawa et al. (2018)で指摘されたように，リムの中心線の曲率の影響も無視されている.	液膜は水
平方向に減速しながら広がるため，リム中心線の動径方向の減速度，および，中心線方向の伸張の影響が含まれ
ている．また，液膜本体からの流入の影響がある．		
	  R0(t)を基準流のリム半径， a0(t)を基準流のリム断面の半径， V0 = dR0 / dt とすると，(1),	(2)より	
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速度,	 nはリムの中心線におけ 単位法線ベクトル,	α は表面張力係数 µは粘性係数，τ はリムの中心線にお
ける単位接ベクトルである.	(1)は質量バランス方程式，(2)は運動量バランス方程式を表す．液体の圧縮性は無
視されている．Ogawa et al. (2018)で指摘されたように，リム 中心線の曲率 影響も無視されている.	液膜は水
平方向に減速しながら広 るため，リム中心線の動径方向の減速度，および，中心線方向の伸張 影響が含まれ
ている．また，液膜本体からの流入 影響がある． 	
	  R0(t)を基準流のリム半径， a0(t)を基準流のリム断面の半径， V0 = dR0 / dt とする ，(1),	(2)より	
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図 1	円形の液膜とトーラス状リム．(a)ターゲットの横方向からの断面および	 (b)ターゲット上方からの図．		
 
2.	準一次元方程式	
	 図1は，落下した液滴が小さなターゲット（棒状）に衝突したときに形成される，水平方向に広がる液膜を表
している．液膜はトーラス状のリムで囲まれている．液膜の中心を原点とした二次元極座標を導入し，時刻 t ，
角度θ におけるリム半径を R ,	リム断面の半径を a とする．Ogawa et al. (2018)の実験で観察できるように
 a << 2πRであるため，準一次元近似を適用すると，リム内の流れは Yarin (1993), Roisman et al. (2006, 2007), 
Roisman (2010), Agbaglah et al. (2013), Y rin et al. (2017), Ogawa et al. (2018)により  
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と記述される．ここで，ρは密度  w(t,θ ) リムの中心線方向の液体速度,	 h(t)はリムと接する部分の液膜の厚
さ,	 VS (t)は液膜からリムへ流入する液体の動径方向速度,		er は単位動径ベクトル,	 V(t,θ ) はリム内の液体の
,	 nはリムの中心線における単位法線ベクトル,	α は表面張力係数，µは粘性係数，τ はリムの中心線にお
ける単位接ベクトルである.	(1)は質量バランス方程式，(2)は運動量バランス方程式を表す．液体の圧縮性は無
視されている．Ogawa et al. (2018)で指摘されたように，リムの中心線の曲率の影響も無視されている.	液膜は水
平方向に減速しながら広がるため，リム中心線の動径方向 減速度，および，中心線方向の伸張の影響が含まれ
ている．また，液膜本体からの流入の影響がある．		
	  R0(t)を基準流のリム半径， a0(t)を基準流のリム断面 半径， V0 = dR0 / dt とすると，(1),	(2)より	
 
d(πa02R0 )
dt
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図 1	円形の液膜とトーラス状リム．(a)ターゲットの横方向から 断面および	 (b)ターゲット上方からの図．		
 
2.	準一次元方程式	
	 図1は，落下した液滴が小さなターゲット（棒状）に衝突したときに形成される，水平方向に広が 液膜を表
している．液膜はトーラス状のリムで囲まれている．液膜の中心を原点とした二次元極座標を導入し，時刻 t ，
角度θ におけるリム半径を R ,	リム断面の半径を a とする．Ogawa et al. (2018)の実験で観察できるように
 a << 2πRであるため，準一次元近似を適用すると，リム内の流れは Yarin (1993), Roisman et al. (2006, 2007), 
Roisman (2010), Agbaglah et al. (2013), Y rin et al. (2017), Ogawa et al. (2018)により  
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と記述される．ここで，ρは密度  w(t,θ )はリムの中心線方向 液体速度,	 h(t)はリムと接する部分の液膜の厚
さ,	 VS (t)は液膜からリムへ流入する液体の動径方向速度,		er は単位動径ベクトル,	 V(t,θ ) はリム内の液体の
速度,	 nはリムの中心線における単位法線 ,	α は表面張力係数，µ 粘性係数，τ はリムの中心線にお
け 単位接ベクトルであ .	(1)は質量バランス方程式，(2)は運動量バランス方程式を表す．液体の圧縮性は無
視されている．Ogawa et al. (2018)で指摘されたように，リムの中心線の曲率の影響も無視されてい .	液膜は水
平方向に減速しながら広がるため，リム中心線の動径方向 減速度，および，中心線方向の伸張の影響が含まれ
ている．また，液膜本体からの流入の影響がある．		
	  R0(t)を基準流のリム半径， a0(t)を基準流のリム断面 半径， V0 = dR0 / dt とすると，(1),	(2)より	
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図 1	円形の液膜とトーラス状リム．(a)タ ゲットの横方向からの断面および	 (b)ターゲット上方からの図．		
 
2.	準一次元方程式
	 図1は，落下した液滴が小さなターゲット（棒状）に衝突した きに形成される，水平方向に広がる液膜を表
している．液膜はトーラス状のリムで囲まれている．液膜の中心を原点とした二次元極座標を導入し，時刻 t ，
角度θ におけるリム半径を R ,	リム断面の半径を a とする．Ogawa et al. (2018)の実験で観察できるように
 a < 2πRであるため，準一次元近似を適用すると，リム内の流れは Yarin (1993), Roisman et al. (2006, 2007), 
Roisman (2010), Agbaglah et al. (2 13), Y rin et l. (2017), Ogawa 8 により  
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と記述される． こで，ρは密度  w(t,θ )はリムの中心線方向の液体速度,	 h(t)はリムと接する部分の液膜の厚
さ,	 VS (t)は液膜からリムへ流入する液体の動径方向速度,		er は単位動径ベクトル,	 V(t,θ ) はリム内の液体の
速度,	 nはリムの中心線における単位法 ベクトル,	α は表面張 µは粘性係数，τ はリムの中心線にお
ける単位接ベクトルである.	(1)は質量バランス方程式，(2)は運動量バランス方程式を表す．液体の圧縮性は無
視されている．Ogawa et al. (2018)で指摘されたように，リム 中心線 曲率の影響も無視されている.	液膜は水
平方向に減速しながら広がるため，リム中心線の動径方向 減速度，および 中心線方向の伸張の影響が含まれ
ている．また，液膜本体からの流入の影響がある．		
	  R0(t)を基準流のリム半径， a0(t)を基準流のリム断面 半径， V0 = dR0 / dt とすると，(1),	(2)より	
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図 1	円形の液膜とトーラス状リム．(a)ターゲットの横方向からの断面および	 (b)ターゲット上方からの図． 	
 
2.	準一次元方程式	
	 図1は，落下した液滴が小さなターゲット（棒状）に衝突したときに形成さ る，水平方向に広が 液膜を表
している．液膜はトーラス状のリムで囲まれている．液膜の中心を原点とした二次元極座標を導入し，時刻 t
角度θ におけるリム半径を R ,	 断面の半径を a とする．Og wa et al. (2018)の実験で観察できるように
 a < 2πRであるため，準一次元近似を適用すると，リム内の流れは Yarin (1 93), Roisman et al. (2 06, 2 07), 
Roisman (2010), Agb glah et al. ( 3), Yarin et al. (2017), Og wa et al. (2018)により  
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と記述される． こで，ρは密度， w(t,θ ) リムの中心線方向の液体速度,	 h(t)はリムと接する部分の液膜の厚
さ,	 VS (t)は液膜からリムへ流入する液体の動径方向速度,		er は単位動径ベクトル,	 V(t,θ ) はリム内の液体の
速度,	 nはリムの中心線における単位法線ベクトル,	α は表面張力係数，µ 粘性係数 τ はリムの中心線にお
ける単位接ベクトルである.	(1)は質量バランス方程式，(2)は運動量バランス方程式を表す．液体の圧縮性は無
視されている．Og wa et al. (2018)で指摘されたように，リムの中心線 曲率の影響も無視されている.	液膜は水
平方向に減速しながら広がるため，リム中心線の動径方向の減速度，および 中心線方向の伸張の影響が含まれ
ている．また，液膜本体からの流入の影響がある． 	
	  R0(t)を基準流のリム半径， a0(t)を基準流のリム断面の半径， V0 = dR0 / dt とすると，(1),	(2)より
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（1）は質量バランス方程式，（2）は運動量バランス方程式を表す．液体の圧縮性は無視されている．Ogawa et al. (2018)
で指摘されたように，リムの中心線の曲率の影響も無視されている . 液膜は水平方向に減速しながら広がるため，リム
中心線の動径方向の減速度，および，中心線方向の伸張の影響が含まれている．また，液膜本体からの流入の影響がある． 
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図 1	円形の液膜とトーラス状リム．(a)ターゲットの横方向からの断面および	 (b)ターゲット上方からの図．		
 
2.	準一次元方程式	
	 図1は，落下した液滴が小さなターゲット（棒状）に衝突したときに形成される，水平方向 広がる液膜を表
している．液膜はトーラス状 リムで囲まれている．液膜の中心を原点とした二次元極座標を導入し，時刻 t ，
角度θ におけるリム半径を R ,	リム断面の半径を a とする．Ogawa et al. (2018)の実験で観察できるように
 a << 2πRであるため，準一次元近似を適用すると，リム内の流れは Yarin (1993), Roisman et al. (2006, 2007), 
Roisman (2010), Agbaglah et al. (2013), Yarin et al. (2017), Ogawa et al. (2018)により  
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と記述される．ここで，ρは密度， w(t,θ )はリムの中心線方向の液体速度,	 h(t)はリムと接する部分の液膜の厚
さ,	 VS (t)は液膜からリムへ流入する液体の動径方向速度,		er は単位動径ベクトル,	 V(t,θ ) はリム内の液体の
速度,	 nはリムの中心線における単位法線ベクトル,	α は表面張力係数，µは粘性係数，τ はリムの中心線にお
ける単位接ベクトルである.	(1)は質量バランス方程式，(2)は運動量バランス方程式を表す．液体の圧縮性は無
視されている．Ogawa et al. (2018)で指摘されたように，リムの中心線の曲率の影響も無視されている.	液膜は水
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2.	準一次元方程式	
	 図1は，落下した液滴が小さなターゲット（棒状）に衝突したときに形成される，水平方向に広がる液膜を表
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角度θ におけるリム半径を R ,	リム断面の半径を a とする．Ogawa et al. (2018)の実験で観察できるように
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視されている．Og wa et al. (2018)で指摘されたように，リムの中心線の曲率の影響も無視されている.	液膜は水
平方向に減速しながら広がるため，リム中心線の動径方向の減速度，および，中心線方向の伸張の影響が含まれ
ている．また，液膜本体からの流入の影響がある．		
	  R0(t)を基準流のリム半径， a0(t)を基準流のリム断面  V0 = dR0 / dt とすると，(1),	(2)より	
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が得られる．ここで，
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が得られる．ここ  Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V0 ,  Q0が決定され，さらに(3),(4)より		
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が得られる．	
	 いま，リム半径の摂動 δ (t,θ )とリム断面半径の摂動 χ(t,θ ) が	
	 	 	 	 	 	 	 	  R = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 		 		 								(7)	
をみたすとする．但し， δ , χ <<1である．リムの中心線方向の液体速度 w(t,θ ) は	 w << V0 をみたすとする．	
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
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∑ , wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
             (8)	
と表す．ここで， δm,	 χm ,	 wm ( m = 1,2,...)	は複素数値関数である．(1),	(2)を線形化すると，摂動 δm,	 χm ,	
 wm に対する変数係数常微分方程式系	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm ,		 		 								(9)	
	 	 	 	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 		 	 	 	 	 	(10)	
	 	 	 	  f11(t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 		 			 	 					(11)	
を得る．プライム記号は tについての微分を表す．係数 fi(t)	( i = 1,2,...,15)は付録に記述する．(9)-(11)は，そ
れぞれ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式のリム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分に
対応している． 
	 Fullana and Zaleski (1999), Roisman et al. (2006, 2007), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Villermaux and Bossa (2011), Agbaglah et al. (2013)では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている．この仮定をすると，方程式系(9)-(11)の中の係数 fi(t)  ( i = 1,2,...,15 )は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことができる．この場合，(9)-(11)に対する特性方程式	
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の解 γ m の割合で δm,	 χm ,	 wm が指数関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は方程式(12)の4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(11)を用い，初期条件	 	
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2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 	 		 							(12)	
の解 γ m の割合で δm,	 χm ,	 wm が指数関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は方程式(12)の4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(11)を用い，初期条件	 	
	  
,
決定され，さらに（3）， （4）より 
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図 1	円形の液膜とトーラス状リム．(a)ターゲットの横方向からの断面および	 (b)ター
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2.	準一次元方程式	
	 図1は，落下した液滴が小さなターゲット（棒状）に衝突したときに形成される，水平方向に広がる液膜を表
している．液膜はトーラス状のリムで囲まれている．液膜の中心を原点とした二次元極座標を導入し，時刻 t ，
角度θ におけるリム半径を R ,	リム断面の半径を a とする．Ogawa et al. (2018)の実験で観察できるように
 a << 2πRであるため，準一次元近似を適用する ，リム内の流れは Yarin (1993), Roisman et al. (2006, 2007), 
Roisman (2010), Agbaglah et al. (2013), Yarin et al. (2017), Ogawa et al. (2018)により  
	
 
∂
∂t ρπ
2R( ) + ∂θ ρπ
2w( ) = ρh(R − a) (VSer − V) ⋅n⎡⎣ ⎤⎦ , 	 		 								(1)	
	
 
∂
t
ρπa2RV( ) + ∂∂θ ρπa
2wV( ) = ∂∂θ πα
a
1+ R−2 ∂a/ ∂θ( )2⎡⎣⎢ ⎤⎦⎥
1/2 +
a2(∂/ ∂θ )(R−1∂a / ∂θ )
R 1+ R−2 ∂a/ ∂θ( )2⎡⎣⎢ ⎤⎦⎥
3/2
⎡
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎤
⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎧
⎨
⎪⎪
⎩
⎪
⎪
⎧
⎨
⎪⎪
⎩
⎪
+ 3πµa
2
1+ −2 R/ ∂θ( )2⎡⎣⎢ ⎤⎦⎥
1/2
∂V
∂θ ⋅τ
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟ − µh (VSer − V) ⋅n⎡⎣ ⎤⎦
⎫
⎬
⎪
⎭
⎪
⎪
τ
⎫
⎬
⎪⎪
⎭
⎪
⎪
+ ρh(R − a) (VSer − ) ⋅n⎡⎣ ⎤⎦VSer − 2α (R − a) n
									(2)	
と記 ρ  (t, ) リム 中心線方向の液体速度,	 h(t)はリムと接する部分の液膜の厚
さ,	 VS (t らリムへ流 動径方向速度 	er は単位動径ベクトル 	 V(t,θ ) リム内の液体
速度,	 n におけ クトル,	α は表面張力 µ 粘性係数，τ はリムの中心線にお
ける で .	(1)は質量バランス方程式，(2)は運動量バランス方程式を表す． 体 圧縮性は無
視されている．Ogawa et al. (2018)で指摘されたように，リムの中心線の曲率の影響も無視されている.	液膜は水
平方向に減速しながら広がるため，リム中心線の動径方向の減速度，および，中心線方向の伸張の影響が含まれ
ている．また，液膜本体からの 入 影響がある．		
	  R0(t)を基準流のリム半径， a0(t)を基準流のリム断面の半径， V0 = dR0 / dt とすると，(1),	(2)より	
 
d(πa02R0 )
dt
= h (R0 − a0 ) VS −V0( ),			 	 	 								(3)	
     
 
d
dt
ρπa02R0V0( ) = − παa0 + 3πµa0
2V0
R0
− µh VS −V0( )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ + ρh R0 − a0( ) VS −V0( )VS − 2α R0 − a0( )
= −παa0 −
3πµa02V0
R0
+ µh VS −V0( ) + ρQ0VS − 2α R0 − a0( )
         (4) 
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2.	準一次元方程式	
	 図1は，落下した液滴が小さなターゲット（棒状）に衝突したときに形成される，水平方向に広がる液膜を表
している．液膜はトーラス状のリムで囲まれている．液膜の中心を原点とした二次元極座標を導入し，時刻 t ，
角度θ におけるリム半  R ,	リム断面の半径を a とする．Ogawa et al. (2018)の実験で観察できるように
 a << 2πRであるため，準一次元近似を適用す と，リム内の流れは Yarin (1993), Roisman et al. (2006, 2007), 
Roisman (2010), Agbaglah et al. (2013), Yarin et al. (2017), Ogawa et al. (2018)により  
	
 
∂
∂t ρπa
2R( ) + ∂∂θ ρπ
2w( ) = ρh(R − ) (VSer − V) ⋅n⎡⎣ ⎤⎦ , 	 		 								(1)	
	
 
∂
∂t ρπa
2RV( ) + ∂∂θ ρπa
2wV( ) = ∂∂θ πα
a
1+ R−2 ∂a/ θ )2⎡⎣⎢ ⎤⎦⎥
1/2 +
a2(∂/ ∂θ )(R−1∂a / ∂θ )
R 1+ −2 a/ ∂θ( )2⎡⎣⎢ ⎤⎦⎥
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⎡
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎤
⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎧
⎨
⎪⎪
⎩⎪
⎧
⎨
⎪⎪
⎩⎪
+ 3πµa
2
R 1+ R−2 ∂R/ ∂θ( )2⎡⎣⎢ ⎤⎦⎥
1/2
∂V
∂θ ⋅τ
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟ − µh (VSer − V) ⋅n⎡⎣ ⎤⎦
⎫
⎬
⎪
⎭
⎪
⎪
τ
⎫
⎬
⎪⎪
⎭
⎪
⎪
+ ρh(R − a) (VSer − V) ⋅n⎡⎣ ⎤⎦VSer − 2α (R − a) n
							 	(2)	
る． こ ρ  w(t,θ )はリムの中心線方向の液体速度,	 h(t) リムと接する部分の液膜の厚
, ) 膜から る液体の動径方向速度,		er は単位動径ベクトル,	 V(t,θ ) リム内の液体の
 ムの中 位法線ベクトル,	α は表面張力係数 µ 粘性係数，τ はリムの中心線にお
.	(1) ス方程式，(2)は運動量バランス方程式を表す．液体の圧縮性は無
視さ a et al. (2018) たように リム 中心線の曲率の影響も無視されている.	液膜は水
平方 ら広がるた 線 動径方向の減速度，および，中心線方向 伸張の影響が含まれ
てい 本体からの ある．	
	  R0(t) リム半径， a0(t)を基準流のリム断面の半径， V0 = dR0 / dt とすると，(1),	(2)より	
 
d πa02R
dt
= h (R0 − a0 ) VS −V0( ),			 	 	 								(3)	
     
 
d
dt
ρπa02R0V0( ) = − παa0 + 3πµa0
2V0
R0
− µh VS −V0( )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ + ρh R0 − a0( ) VS −V0( )VS − 2α R0 − a0( )
= −παa0 −
3πµa02V0
R0
+ µh VS −V0( ) + ρQ0VS − 2α R0 − a0( )
        (4)
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が得られる．
いま，リム半径の摂動
 3 
が得られる．ここで， Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V0 ,  Q0が決定され，さらに(3),(4)より		
	 	 	 	 	 	 	
 
VS =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02V0 −
µQ0
R0 − a0
+ 2α (R0 − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,		 	 	 	 	 (5)	
	 	 	 	 	 	 	
 
 h =
Q0
(R0 − a0 )(VS −V0 )
 		 		 								(6)	
が得られる．	
	 いま，リム半  δ (t,θ )とリム断面半径の摂動 χ(t,θ ) が	
	 	 	 	 	 	 	 	  R = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 		 		 								(7)	
をみたすとする．但し， δ , χ <<1である．リムの中心線方向の液体速度 w(t,θ ) は	 w << V0 をみたすとする．	
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )
m
∑ , δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ )
m
∑ , χm(t,θ ) ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
∑ , wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
             (8)	
と表す．ここで， δm,	 χm ,	 wm ( m = 1,2,...)	は複素数値関数である．(1),	(2)を線形化すると，摂動 δm,	 χm ,	
 wm に対する変数係数常微分方程式系	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm ,		 		 								(9)	
	 	 	 	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 		 	 	 	 	 	(10)	
	 	 	 	  f11(t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 		 			 	 					(11)	
を得る．プライム記号は tについての微分を表す．係数 fi(t)	( i = 1,2,...,15)は付録に記述する．(9)-(11)は，そ
れぞれ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式のリム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分に
対応している． 
	 Fullana and Zaleski (1999), Roisman et al. (2006, 2007), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Villermaux and Bossa (2011), Agbaglah et al. (2013)では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている．この仮定をすると，方程式系(9)-(11)の中の係数 fi(t)  ( i = 1,2,...,15 )は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことができる．この場合，(9)-(11)に対する特性方程式	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
det
f1γ m − f5 f2γ m − f4 − f3
f10 f7 + f8γ m − f6γ m + f9
− f14 f11γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 	 		 							(12)	
の解 γ m の割合で δm,	 χm ,	 wm が指数関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は方程式(12)の4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(11)を用い，初期条件	 	
	  
面半径の摂動
 3 
が得られる． こで， Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V0 ,  Q0が決定され，さらに(3),(4)より		
	
 
VS =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02V0 −
µQ0
R0 − a0
+ 2α (R0 − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,		 	 (5)	
	 	
 
h =
Q0
(R0 − a0 )(VS −V0 )
 		 		 		(6)	
が得られる．	
	 いま，リム半径の摂動 δ (t,θ )とリム断面半  χ(t,θ ) が	
	 	  R = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 		 		 		(7)	
をみたすとする．但し， δ , χ <<1である．リムの中心線方向の液体速度 w(t,θ ) は	 w << V0 をみたすとする．	
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )
m
∑ , δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ )
m
∑ , χm(t,θ ) ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
∑ , wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
       (8)	
と表す． こで， δm,	 χm ,	 wm ( m = 1 2,...)	は複素数値関数である．(1),	(2)を線形化すると，摂動 δm,	 χm ,	
 wm に対する変数係数常微分方程式系	
	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm ,		 		 		(9)	
	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 		 	 	(10)	
	  f11(t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 		 		 		(11)	
を得る．プライム記号は tについての微分を表す．係数 fi(t)	( i = 1 2,...,15)は付録に記述する．(9)-(11)は，そ
れぞれ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式のリム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分に
対応している． 
	 Full n  and Zaleski (1 99), Roisman et al. (2006, 2007), Krechetnikov (2 10), Roisman (2 10), Zhang et al. (2 10), 
Villermaux and Bossa (2011), Agbaglah et al. (2013)では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている．この仮定をすると，方程式系(9)-(11)の中の係数 fi(t)  ( i = 1 2,...,15 )は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことができる．この場合，(9)-(11)に対する特性方程式	
	 	
 
det
f1γ m − f5 f2γ m − f4 − f3
f10 f7 + f8γ m − f6γ m + f9
− f14 f11γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 	 		 		(12)	
の解 γ m の割合で δm,	 χm ,	 wm が指数関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は方程式(12)の4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(11)を用い，初期条件 	
	  
をみたすとする．但し，
 3 
が得られる．ここで Q0 =d(a02R0 ) / dtは液膜からリムへの体積流量である．与えられたR0(t)とa0(t)に対して
V0 , Q0が決定され，さらに(3),(4)より  
       VS V0 
1
Q0
a02 R0
dV0
dt
a0  3a02V0 
Q0
R0  a0
 2 (R0  a0 )




,      (5) 
        h  Q0
(R0  a0 )(VS V0 )
             (6) 
が得られる． 
 いま，リム半径の摂動 (t, )とリム断面半径の摂動(t, )が 
        R  R0 (1 ), a  a0(1  )            (7) 
をみたすとする．  ,  1である．リムの中心線方向の液体速度w(t, )は w  V0 をみたすとする． 
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて 
          
 
 (t, )  m(t, )
m
 , m(t, )  Re m(t)eim ,
(t, )  m(t, )
m
 , m(t, )  Re m(t)eim ,
w(t, )  wm(t, )
m
 , wm(t, )  Re wm(t)eim 
             (8) 
と表す．ここで，m, m, wm(m  1,2,...) は複素数値関数である．(1), (2)を線形化すると，摂動m, m, 
wmに対する変数係数常微分方程式系 
           f1(t) m  f2(t) m  f3(t) wm  f4(t) m  f5              (9) 
    f6 t  wm  f7    8(t) m  f9 (t) wm  f10 (t) m ,       (10) 
    f11(t) m  f12(t) m  f13(t) m  f14(t) m  f15(t) wm           (11) 
を得る．プライム記号はtについての微分を表す．係数 fi(t) ( i  1,2,...,15)は付録に記述する．(9)-(11)は，そ
れぞれ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式のリム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分に
対応している． 
 Fullana and Zaleski (1999), Roisman et al. (2006, 2007), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Villermaux and Bossa (2011), Agbaglah et al. (2013)では，摂動 成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている． の仮定をす と，方程式系(9)-(11)の中の係数 fi(t) ( i  1,2,...,15)は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことができる．この場合，(9)-(11)に対する特性方程式 
             
 
det
f1 m  f5 f2 m  f4  f3
f10 f7 + f8 m  f6 m + f9
 f14 f11 m2 + f12 m  f13  f15










= 0          (12) 
の解 mの割合でm, m, wmが指数関数的に変化する． 
 以下では， mは方程式(12)の4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初期時刻t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(11)を用い，初期条件  
  
る．リムの中心線方向の液体速度
 3 
が得られる．ここで， Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V ,  Q0が決定され，さらに 3 ,(4)より		
	 	 	 	 	 	 	
 
S =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02V0 −
µQ0
R0 − a0
+ 2α (R − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,		 	 	 	 	 (5)	
	 	 	 	 	 	 	
 
 h =
Q0
(R0 − a0 )( S −V0 )
 		 		 								(6)	
が得られる．	
	 いま，リム半径の摂動 δ (t,θ )とリム断面半径の摂動 χ(t,θ ) が	
	 	 	 	 	 	 	 	  R = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 		 		 								(7)	
をみた とする．但し， δ , χ <<1である．リムの中心線方向の液  w(t,θ ) は	 w << V0 をみた とする．	
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )
m
∑ , δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ )
m
∑ , χm(t,θ ) ≡ Re χ (t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
∑ , wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
             (8)	
と表 ．ここで， δm,	 χm ,	 wm ( m = 1,2,...)	は複素数値関数である．(1),	(2)を線形化すると，摂動 δm,	 χm ,	
 wm に対する変 係数常微分方程式系	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm ,		 		 	 	 		 	(9)	
	 	 	 	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 		 	 	 (10)	
	 	 	 	  f11(t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 		 			 	 					(11)	
を得る．プ イム記号は tについての微分を表す．係数 fi(t)	( i = 1 2,...,15)は付録に記述する． 9)-(11)は，そ
ぞれ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式のリム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分に
対応している． 
	 Fullana and Zaleski (1999), Roisman et al. (20 6, 2007), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Villermaux and Bossa (2011), Agbagl h et al. (2013)では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている．この仮定をすると，方程式系 9)-(11) 中の係数 fi(t)  ( i = 1 2,...,15 )は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことができる．この場合， 9)-(11)に対する特性方程式	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
det
γ m − f5 f2γ m − f4 − 3
f10 f7 + f8γ m 6γ m + f9
− f14 f11γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 	 		 							(12)	
の解 γ m の割合で δm,	 χm ,	 wm が指 関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は方程式(12)の4個 解のうち実部が最大の解を表 とする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系 9)-(11)を用い，初期条件	 	
	  
 3 
0 =d(a02 0 ) / t R0(t) a0(t)
V0 , 0 3 ,(4)   
  VS V0 
1
 0
a02 R0
dV0
dt
a0  3a02 0 
 0
 0
  (  0 )




,    (5) 
   h  0
(R  a0 )( S  0 )
        (6) 
 
  (t, ) (t, )  
    R0 (1 ), a  a0(1  )       (7) 
 ,  1 (t, )   0  
 
   
 
 (t, )  m(t, )
m
 , m(t, )  e m(t)eim ,
(t, )  m(t, )
m
 , m(t, )  e m(t)eim ,
w(t, )  m(t, )
m
 , m(t, )  e m(t)eim 
             (8) 
す m, m, m(  1,2,. ) (1), (2) m, m, 
m  
   f1(t) m  f2(t) m  f3(t) m  f4(t) m  f5(t) m ,       (9) 
f6(t) m  f7 (t) m  f8(t) m  f9 (t) m  f10 (t) m ,     (10) 
  f1 (t) m  f12(t) m  f13(t) m  f14(t) m  f15(t) m         (11) 
t fi(t) ( i  1,2,...,15) 9)-(11)
 
 Full a and Zaleski (1999), Rois an et al. (2006, 2007), rechetnikov (2010), Rois an (2010), Zhang et al. (2010), 
illermaux and Bos a (201 ), Agbaglah et al. (2013)
9)-(11) fi(t) ( i  1,2,. ,15)
9)-(11)  
   
 
det
f1 m  f5 f2 m  f4  f3
f10 7 f8 m  f6 m f9
 f14 f11 m2 f12 m  f13  f15










      (12) 
 m m, m, m  
  m (12) 4 t0
9)-(11)   
  
する．そして，
これらの摂動をフーリエ級数を用いて
と表す．ここで，
 3 
が得られる．ここで  Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V0 ,  Q0が決定され，さらに(3),(4)より		
	 	 	 	 	 	 	
 
VS =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02V0 −
µQ0
R0 − a0
+ 2α (R0 − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,		 	 	 	 	 (5)	
	 	 	 	 	 	 	
 
 h =
Q0
(R0 − a0 )(VS −V0 )
 	 		 								(6)	
が得られる．	
	 いま，リム半径の摂動 δ (t,θ )とリム断面半径の摂動 χ(t,θ ) が	
	 	 	 	 	 	 	 	  R = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 		 		 								(7)	
をみたすとする．但し， δ , χ <<1である．リムの中心線方向の液体速度 w(t,θ ) は	 w << V0 をみたすとする．	
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )
m
∑ , δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ )
m
∑ , χm(t,θ ) ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
∑ , wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
             (8)	
と表す．こ  δm,	 χm ,	 wm ( m = 1,2,...)	は複素数値関数である．(1),	(2)を線形化すると，摂動 δm,	 χm ,	
 wm に対する変数係数常微分方程式系	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm ,		 		 								(9)	
	 	 	 	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 		 	 	 	 	 	(10)	
	 	 	 	  f11(t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 		 			 	 					(11)	
を得る．プライム記号は tについての微分を表す．係数 fi(t)	( i = 1,2,...,15)は付録に記述する．(9)-(11)は，そ
れぞれ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式のリム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分に
対応し  
	 Fullana and Zaleski (1999), Roisman et al. (2006, 2007), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Villermaux and Bossa (2011), Agbaglah et al. (2013)では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている．この仮定をすると，方程式系(9)-(11)の中の係数 fi(t)  ( i = 1,2,...,15 )は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことができる．この場合，(9)-(11)に対する特性方程式	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
det
f1γ m f5 f2γ m − f4 f3
f10 f7 f8γ m − f6γ m + f9
− f14 f11γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 	 		 							(12)	
の解 γ m の割合で δm,	 χm ,	 wm が指数関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は方程式(12)の4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(11)を用い，初期条件	 	
	  
,
 3 
 Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt  R0(t)  a0(t)
 V0 ,  Q0 (3),(4) 	
	 	 	 	 	 	 	
 
VS =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02V0 −
µQ0
R0 − a0
+ 2α (R0 − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,	 	 	 	 	 (5)	
	 	 	 	 	 	 	
 
 h =
Q0
(R0 − a0 )(VS −V0 )
 	 		 	 (6)	
	
	  δ (t,θ )  χ(t,θ ) 	
	 	 	 	 	 	 	 	  R = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 	 		 	 (7)	
 δ , χ <<1  w(t,θ ) 	 w << V0 	
	
 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )
m
, δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ )
m
, χm(t,θ ) ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
, wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
             (8)	
 δm,	 χm ,	 wm ( m = 1,2,. )	 (1),	(2)  δm,	 χm ,	
 wm 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm ,	 		 	 (9)	
	 	 	 	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 	 	 	 	 	 	(10)	
	 	 	 	  f1 (t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 	 	 	 	 (1 )	
 t  fi(t)	( i = 1,2,. ,15) (9)-(1 )
ている． 
	 Ful ana and Zaleski (19 ), Roisman et al. (20 6, 20 7), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Vil ermaux and Bos a (201 ), Agbaglah et al. (2013)
(9)-(1 )  fi(t)  ( i = 1,2,. ,15 )
(9)-(1 ) 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
det
f1γ m − f5 f2γ m − 4 − f3
f10 f7 + f8γ m 6γ m + f9
− f14 f1 γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 	 		 	 (12)	
 γ m  δm,	 χm ,	 wm 	
	  γ m (12) 4  t0
(9)-(1 ) 	 	
	  
,
 3 
が得られる．こ で， Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V0 ,  Q0が決定され，さらに(3),(4)より	
	 	 	 	 	 	 	
 
VS =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02V0 −
µQ0
R0 − a0
+ 2α (R0 − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,	 	 	 	 	 (5)	
	 	 	 	 	 	 	
 
 h =
Q0
(R0 − a0 )(VS −V0 )
 	 	 	 (6)	
が得られる．	
	 いま，リム半径の摂動 δ (t,θ )とリム断面半径の摂動 χ(t,θ ) が	
	 	 	 	 	 	 	 	  R = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 	 	 	 (7)	
をみたすとする．但し， δ , χ < 1である．リムの中心線方向の液体速度 w(t,θ ) は	 w < V0 をみたすとする．	
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )
m
∑ , δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ )
m
∑ , χm(t,θ ) ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
∑ , wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
            (8)	
で， δm,	 χm ,	 wm ( m = 1,2,. .)	は複素数値関数である．(1),	(2)を線形化すると，摂動 δm,	 χm ,	
 wm に対する変数係数常微分方程式系	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm ,	 	 	 (9)	
	 	 	 	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 	 	 	 	 	 	(10)	
	 	 	 	  f1 (t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 	 	 	 	 (1 )	
を得る．プライム記号は tについての微分を表す．係数 fi(t)	( i = 1,2,. .,15)は付録に記述する．(9)-(1 )は，そ
れぞれ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式のリム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分に
対応し  
	 Ful ana and Zaleski (19 ), Roisman et al. (20 6, 20 7), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Vil ermaux and Bos a (201 ), Agbaglah et al. (2013)では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている．この仮定をすると，方程式系(9)-(1 )の中の係数 fi(t)  ( i = 1,2,. .,15 )は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことができる．この場合，(9)-(1 )に対する特性方程式	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
det
f1γ m − f5 f2 − f4 − f3
f10 f7 + f8γ m f6γ m + f9
− f14 f1 γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 	 	 	 (12)	
の解 γ m の割合  δm,	 χm ,	 wm が指数関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は方程式(12)の4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(1 )を用い，初期条件	 	
	  
は複 （ ）， （2）を線形化すると，摂動
 3 
が得られる．ここで  Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V ,  Q0が決定 れ，さらに 3 ,(4)より		
	 	
 
S =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02V0 −
µQ0
R − a0
+ 2α (R − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,		 	 (5)	
	 	 	
 
 h =
Q0
(R − a0 )( S −V0 )
 		 		 		 (6)	
が得られる．	
	 いま，リム半径の摂動 δ (t,θ )とリム断面半径の摂動 χ(t,θ ) が	
	 	 	  = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 		 		 		 (7)	
をみた とする．但し， δ , χ <<1である．リムの中心線方向の液体速度 w(t,θ ) は	 w << V0 をみた とする．	
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
 	 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )
m
∑ , δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ )∑ , χm(t,θ ) ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
∑ , wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
         (8)	
と表 ．ここで，δ  χ ,	 wm ( = 1,2,...)	は複素 値関数である． 1 ,	(2)を線形化する δ  χm ,	
 wm に対する変 係数常微分方程式系	
	 	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm ,	 		 	 9)	
	 	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 		 	 (10)	
	 	  f11(t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 	 			 			 (11)	
を得る．プライム記号は tについての微分を表す．係数 fi(t)	( i = 2,...,15)は付録に記述する． 9 -(11)は，そ
ぞれ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式 リム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分に
対応している． 
	 Fullana nd Zaleski (1999), Roism n et al. ( 6, 2007), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Villermaux and Bossa (2011), Agbag h et al. (2013)では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている．この仮定をすると，方程式系 9 -(11) 中の係数 fi(t)  ( i = 2,...,15 )は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことができる．この場合， 9 -(11)に対する特性方程式	
	 	 	
 
det
f1γ m − f5 f 4 − f3
f10 7 f8γ m − f6γ m + f9
− f14 f11γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 		 			 (12)	
の解 γ m の割合でδm  χ ,	 wm が指 関数的に変化する．	
	 以下で ， γ m は方程式(12) 4個 解のうち実部が最大の解を表 とする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系 9 -(11)を用い，初期条件	 	
	  
 3 
 Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt  R0(t)  a0(t)
 V ,  Q0 さ 3 ,(4) 	
	 	
 
S =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02V0 −
µQ0
R − a0
+ 2α (R − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,	 	 (5)	
	 	 	
 
 h =
Q0
(R − a0 )( S −V0 )
 	 		 					 (6)	
	
	  δ (t,θ )  χ(t,θ ) 	
	 	 	  = R0(1+δ ), = a0(1+ χ ) 	 		 					 (7)	
 δ , χ <<1  w(t,θ ) 	 w << V0 	
	
 	 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )
m
, δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ )
m
, χm(t,θ ) ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
, wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
         (8)	
δ  χm ,	 wm ( m = 1, ,. )	 数 1 ,	(2) δ  χm ,	
 wm 	
	 	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm ,	 		 					 (9)	
 f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 	 	 (10)	
	 	  f1 (t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 	 	 	 		 (1 )	
 t  fi t)	( i = 1 2,. ,15) 9 -(1 )
の
 
	 Ful a nd Zaleski (19 ), Roism n et al. (20 6, 20 7), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Vil erm ux and Bos a (201 ), Agbagl h et al. (2013)
9 -(1 )  fi t)  ( i = 1 2,. ,15 )
9 -(1 ) 	
	 	 	
 
det
f1γ m − f5 2γ m − f4 − f3
f10 f7 + f8γ m − f6γ m + f9
− f14 f1 γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 		 				 (12)	
 γ m δ  χm ,	 wm 	
	 は  γ m (12)の4  t0
9 -(1 ) 	 	
	  
,
 3 
が得られる．ここで， Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V0 ,  Q0が決定され，さらに(3),(4)より		
	 	 	 	 	 	 	
 
VS =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02V0 −
µQ0
R0 − a0
+ 2α (R0 − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,		 	 	 	 	 (5)	
	 	 	 	 	 	 	
 
 h =
Q0
(R0 − a0 )(VS −V0 )
 		 		 								(6)	
が得られる．	
	 いま，リム半径の摂動 δ (t,θ )とリム断面半径の摂動 χ(t,θ ) が	
	 	 	 	 	 	 	 	  R = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 		 		 								(7)	
をみたすとする．但し， δ , χ <<1である．リムの中心線方向の液体速度 w(t,θ ) は	 w << V0 をみたすとする．	
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )
m
∑ , δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ )
m
∑ , χm(t,θ ) ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
∑ , wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
             (8)	
と表す．ここで， δm,	 χm ,	 wm ( m = 1,2,...)	は複素数値関数である．(1),	(2)を線形化すると，摂動 δm,	 χm ,	
 wm に対する変数係数常微分方程式系	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm ,		 		 								(9)	
	 	 	 	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 		 	 	 	 	 	(10)	
	 	 	 	  f11(t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 		 			 	 					(11)	
を得る．プライム記号は tについての微分を表す．係数 fi(t)	( i = 1,2,...,15)は付録に記述する．(9)-(11)は，そ
れぞれ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式のリム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分に
対応している． 
	 Fullana and Zaleski (1999), Roisman et al. (2006, 2007), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Villermaux and Bossa (2011), Agbaglah et al. (2013)では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている．この仮定をすると，方程式系(9)-(11)の中の係数 fi(t)  ( i = 1,2,...,15 )は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことができる．この場合，(9)-(11)に対する特性方程式	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
det
f1γ m − f5 f2γ m − f4 − f3
f10 f7 + f8γ m − f6γ m + f9
− f14 f11γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 	 		 							(12)	
の解 γ m の割合で δm,	 χm ,	 wm が指数関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は方程式(12)の4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(11)を用い，初期条件	 	
	  
変数係数常微分方程式系
を得る．プライム記号は
 3 
が得られる．ここで， Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V0 ,  Q0が決定され，さらに(3),(4)より		
	 	 	 	 	 	 	
 
VS =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02V0 −
µQ0
R0 − a0
+ 2α (R0 − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,		 	 	 	 	 (5)	
	 	 	 	 	 	 	
 
 h =
Q0
(R0 − a0 )(VS −V0 )
 		 		 								(6)	
が得られる．	
	 いま，リム半径の摂動 δ (t,θ )とリム断面半径の摂動 χ(t,θ ) が	
	 	 	 	 	 	 	 	  R = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 		 	 								(7)	
をみたすとする．但し， δ , χ <<1である．リムの中心線方向の液体速度 w(t,θ ) は	 w << V0 をみたすとする．	
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )
m
∑ , δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ )
m
∑ , χm(t,θ ) ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
∑ , wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
             (8)	
と表す．ここで， δm,	 χm ,  wm ( m = 1,2,...)	は複素数値関数である．( ),	(2)を線形化すると，摂動 δm,	 χm ,	
 wm に対する変数係数常微分方程式系	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm , 	 		(9)	
	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′ f9(t) w f10(t) χ , 	( 0)	
	 	 	 	  f11(t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f 5(t) w 		 			 	 					(11)	
を得る．プライム  tについての微分を表す．係数 fi(t)	( i = 1,2,...,15)は付録に記述す ．(9)-(11)は，そ
れぞ ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式 リム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分
対応している． 
	 Fullana and Zaleski (1999), Roisman et al. (2006, 2007), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Villermaux and Bossa (2011), Agbaglah et al. (2013)では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている．この仮定をすると，方程式系(9)-(11)の中の係数 fi(t)  ( i = 1,2,...,15 )は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことができる．この場合，(9)-(11)に対する特性方程式	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
det
f1γ m − f5 f2γ m − f4 f3
0 f7 + f8γ m − f6γ m + 9
− f14 f11γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 	 		 							(12)	
の解 γ m の割合で δm,	 χm ,	 wm が指数関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は方程式(12)の4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(11)を用い，初期条件	 	
	  
の微分を表す．係数
 3 
が得られる．ここで， Q0 =d πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V0 ,  Q0が決定され，さらに(3),(4)より		
	 	 	 	 	 	 	
 
VS =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02V0 −
µQ0
R0 − a0
+ 2α (R0 − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,		 	 	 	 	 (5)	
	 	 	 	 	 	 	
 
 h =
Q0
(R0 − a0 )(VS −V0 )
 		 		 			(6)	
が得られる．	
	 いま，リム半径の摂動 δ (t,θ )とリム断面半径の摂動 χ(t,θ ) が
	 	 	 	 	 	 	 	  R = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 		 		 	 (7)
をみたすとする．但し， δ , χ <<1である．リムの中心線方向の液体速度 w(t,θ ) は	 w << V0 をみたすとする．	
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )∑ , δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ )
m
∑ , χm(t,θ ) ≡ Re χ (t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
∑ , wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
            (8)	
と表 ．ここで， δm,	 χm ,	 wm ( m = 1,2,...)	は複素数値関数である．(1),	(2)を線形化すると，摂動 δm,	 χm ,
 wm に対する変数係数常微分方程式系	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	  1 χ + f2(t) ′ = f3(t) w 4 δ 5 	 	 (9
 6  ′w = 7 + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 	 0
	 	 	 	  f11(t) ′′δm + f12(t) ′δm = 13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 		 			 			(11)	
を得る．プ イム記号は tについての微分を表  fi(t)	( i = 1,2,...,15)は付録に記述する．(9)-(11)は，そ
ぞれ，質量バランス方程式 運動量バランス方程式 リム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分に
対応し  
	 Fullana and Zaleski (1999), Roisman et al. (2006, 2007), Kr chetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Villermaux and Bossa (2011), A baglah et al. (2013)では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている． の仮定をすると，方程式系(9)-(11)の中の係数 fi(t)  ( i = 1,2,...,15 )は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことができる．この場合，(9)-(11)に対する特性方程式	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
det
f1γ m − f5 2 − f4 − f3
f10 f7 f8 − f6γ m + f9
− f14 f11γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 		 			(12)	
の解 γ m の割合で δm,	 χm ,	 wm が指数関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は方程式(12)の4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(11)を用い，初期条件	 	
	  
 3 
 Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt  R0(t)  a0(t)
 V0 ,  Q0 (3),(4) 	
	
 
VS =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02V0 −
µQ0
R0 − a0
+ 2α (R0 − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,	 	 (5)	
	 	
 
 h =
Q0
(R0 − a0 )(VS −V0 )
 	 		 (6)	
	
	  δ (t,θ )  χ(t,θ ) 	
	 	  R = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 	 		 (7)	
 δ , χ <<1  w(t,θ ) 	 w << V0 	
	
 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ ), δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ ), χm(t,θ ) ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
, wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
             (8)	
 δm,	 χm ,	 wm ( = 1,2,. )	 ( ),	(2)  δm,	 χm ,	
 wm 	
	 	  f1(t) ′χ + f2(t) ′δm = f3(t) w f4(t) δ f5(t) χm ,	 		 9)	
	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 	 	 (10)	
	  f1 (t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) w 	 (1 )	
 t  fi(t)	( i = 1,2 . ,15) (9)-(1 )
 
	 Ful ana and Zaleski (1 ), Roisman et al. (20 6, 20 7), Krechetnikov (2 10), Roisman (2 10), Zhang et al. (2 10), 
Vil ermaux and Bos a (201 ), Agb glah et al. (2013)
こ (9)-(1 )  fi(t)  ( i = 1,2 . ,15 )
(9)-(1 ) 	
	 	
 
det
f1γ m f5 f2 − f4 − 3
f10 7 f8 f6γ m + f9
− f14 f1 γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 	 		 (12)	
 γ m  δm,	 χm ,	 wm 	
	  γ m (12) 4  t0
(9)-(1 ) 	
	  
する．（9）-（11）は，それぞれ，
質量バランス方程式，運動量バランス方程式のリム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分 対応している．
Fullana and Zaleski (1999), Roisman et al. (2006, 2007 , Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), Villermaux 
and Bossa (2011), Agbaglah et al. (2013) では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定されている．こ
の仮定をすると，方程式系（9）-（11） 中の係数
 3 
が得られる．ここで， Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V0 ,  Q0が決定され，さらに(3),(4)より		
	 	 	 	 	 	 	
 
VS =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02V0 −
µQ0
− + 2α (R0 − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,		 	 	 	 	 (5)	
	 	 	 	 	 	 	
 
 h =
Q0
(R0 − a0 )(VS −V0 )
 		 		 								(6)	
が得られる．
	 いま，リム半径の摂動 δ (t,θ )とリム断面半径の摂動 χ(t,θ ) が	
	 	 	 	 	 	 	 	  R = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 		 		 								(7)	
をみたすとする．但し， δ , χ <<1である．リムの中心線方向の液体速度 w(t,θ ) は	 w << V0 をみたすとする．	
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )
m
∑ , δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ )
m
∑ , χm(t,θ ) ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
∑ , wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
             (8)	
と表す．ここで， δm,	 χm ,	 wm ( m = 1,2,...)	は複素数値関数である．(1),	(2)を線形化すると，摂動 δm,  χm ,	
 wm に対する変数係数常微分方程式系	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm ,		 		 								(9)	
	 	 	 	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 		 	 	 	 	 	(10)	
	 	 	 	  f11(t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 		 			 	 					(11)	
を得る．プライム記号は tについての微分を表す．係数 fi(t)	( i = 1,2,...,15)は付録に記述する．(9)-(11)は，そ
れぞれ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式のリム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分に
対応している． 
	 Fullana and Zal sk  (1999), R isman et al. (2006, 2007), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Villermaux and Bossa (2011), Agbaglah et l. (2013)では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている．この仮定を る ，方程式系(9)-( 1)の  fi(t)  ( i = 1,2,...,15 )は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことができる．この場合，(9)-(11)に対する特性方程式	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
det
f1γ m − f5 f2γ m − f4 − f3
f10 f7 + f8γ m − f6γ m + f9
− f14 f11γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 	 		 							(12)	
の解 γ m の割合で δm,	 χm ,	 wm が指数関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は (12)の4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(11)を用い，初期条件	 	
	  
“ ” 定数とみなすことができる．
この場合，（9）-（11）に対する特性方程式
の解
 3 
が得られる．ここで， Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V0 ,  Q0が決定され，さらに(3),(4)より	
	 	 	 	 	 	 	
 
VS =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµa02 0
µQ0
R0 − a0
+ 2α (R0 − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,		 	 	 	 	 (5)	
	 	 	 	 	 	
 
 h =
Q0
(R0 − a0 )(VS −V0 )
 	 		 								(6)	
が得られる．	
	 いま，リム半径の摂動 δ (t,θ )とリム断面半径の摂動 χ(t,θ ) が	
	 	  R R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 		 		 								(7)	
をみたすとする．但し， δ , χ <<1である．リムの中心線方向の液体速度 w(t,θ ) は	 w << V0 をみたすとする．	
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
δ (t, ) = δm(t,θ
m
∑ , δm(t,θ ≡ Re δm(t)eimθ( ),
χ = χm(t,θ )
m
∑ , χm(t,θ ) ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ = w ,θ )
m
∑ , w ,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
             (8)	
と表す．ここで， δm,	 χm ,	 wm ( m = 1,2,...)	は複素数値関数である．(1),	(2)を線形化すると，摂動 δm,	 χm ,	
 wm に対する変数係数常微分方程式系	
	 	 	 	 	 	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm ,		 		 								(9)	
	 	 	 	  f6(t) ′wm = f7 ( ) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10 t) χm , 		 	 	 	 	 	(1 )	
	 	 	 	  f11(t  ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14( ) χm + f15(t  wm 		 			 	 					(11)	
を得る．プライム記号は tについての微分を表す．係数 fi(t)	( i = 1,2,...,15)は付録に記述す ．(9)-(11)は，そ
れぞれ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式のリム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分に
対応し  
	 Fullana and Zaleski (1999), Roisman et al. (2006, 2007), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Villermaux and Bossa (2011), Agbaglah et al. (2013)では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている．この仮定をすると，方程式系(9)-(11)の中の係数 fi(t)  ( i = 1,2,...,15 )は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことができる．この場合，(9)-( 1) 対 特性方程式	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
det
f1γ m − f5 f2γ m − f4 f3
f10 f7 + f8γ m − f6γ m + f9
− f14 f11γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 	 		 							(12)	
 γ m の割合で δm,	 χm ,	 wm が指数関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は方程式(12)の4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(11)を用い，初期条件	 	
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が得られる．ここで， Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V0 ,  Q0が決定され，さらに(3),(4)より
	 	 	 	 	 	 	
 
VS =V0 +
1
ρQ0
ρπa02R0
dV0
dt
+παa0 + 3πµ 02 0
µQ0
R0 − a0
+ 2α (R0 − a0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,	 	 	 	 	 (5)	
	 	 	 	 	 	 	
 
 h =
Q0
(R0 − a0 )(VS −V0 )
 	 	 	 (6)	
が得られる．	
	 いま，リム半径の摂動 δ (t,θ )とリム断面半径の摂動 χ(t,θ ) が	
	 	 	 	 	 	 	 	  R = R0(1+δ ) a = a0(1+ χ 	 	 	 (7)	
をみたすとする．但し， δ , χ < 1である．リムの中心線方向の液体速度 w(t,θ ) は	 w < V0 をみたすとする．	
そして，これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )
m
∑ , δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)ei θ( ),
χ(t,θ ) = χm(t,θ )∑ , χm(t,θ ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ ) = wm(t,θ )
m
∑ , wm(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
   (8)	
と表す．ここで， δm,	 χm ,	 wm ( m = ,2,.. )	は複素数値関数である．(1),	(2)を線形化すると，摂動 δm,	 χm ,	
 wm に対する変数係数常微分方程式系	
	 	 	 	 	 	 	 	  f1(t) ′χm + f2(t) ′δm = f3(t) wm + f4(t) δm + f5(t) χm ,	 	 	 (9)	
	 	 	 	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) wm + f10(t) χm , 	 	 	 	 	 	(10)	
	 	 	 	  f11(t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 	 	 	 	 (1 )	
を得る．プライム記号は tについての微分を表す．係数 fi(t)	( i = 1,2,.. ,15)は付録に記述する．(9)-(1 )は，そ
れぞれ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式のリム中心線に対する接線方向成分および法線方向成分に
対応し  
	 Fullana and Zaleski (19 ), Roisman et al. (20 6, 20 7), Krechetnikov (2010), Roisman (2010), Zhang et al. (2010), 
Villermaux and Bos a (201 ), Agbaglah et al. (2013)では，摂動の成長は基準流の変化よりもはるかに速いことが仮定
されている．この仮定をすると，方程式系(9)-(1 )の中の係数 fi(t)  ( i = 1,2,.. , 5 )は“凍結”され，瞬間的には
定数とみなすことが きる．この場合，(9)-(1 )に対する特性方程式	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
det
f1γ m f5 f2γ m − f4 f3
f10 f7 + f8γ m − f6γ m + 9
− f14 f11γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 	 	 	 (12)	
の解 γ m の割合で δm,	 χm ,	 wm が指数関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は方程式(12)の4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初期時刻 t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(1 )を用い，初期条件	 	
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を得る．プライム記号は tについての微分を表す．係数 fi(t)	( i = 1,2,...,15)は付録に記述する．(9)-(11)は，そ
れぞれ，質量バランス方程式，運動量バランス方程式のリム中心 に対する接線方向成分および法線方向成分に
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されている．この仮定をすると，方程式系(9)-(11)の中の係数 fi(t)  ( i = 1,2,...,15 )は“凍結”され，瞬間的には
定数 みなすことができる．この場合，(9)-( 1)に対する特性方程式	
	 	 	 	 	 	
 
det
f1γ m − f5 f2γ m − f4 − f3
f10 f7 + f8γ m − f6γ m + f9
− f14 f11γ m
2 + f12γ m − f13 − f15
⎛
⎝
⎜
⎜
⎜⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
⎟⎟
= 0 							(12)	
の解 γ m の割合で δm,	 χm ,	 wm が指数関数的に変化する．	
	 以下では， γ m は方程式(12) 4個の解のうち実部が最大の解を表すとする．初  t0において係数が“凍結”
した方程式系(9)-(11)を用い，初期条件	 	
	  
係数が “凍結 ” し
た方程式系（9）-（11）を用い，初期条件　
を課す．ここで，
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図 2	周波数 mの関数としてのリム半径の摂動 δmの振幅.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合,	青線は粘性の
影響を無視した場合 表す．(a) 
t  / τ cap =0.0236;	(b) t  / τ cap =0.411;	(c) t  / τ cap =0.0617 ;	(d) t  / τ cap =0.0822;	
(e) 
t  / τ cap =0.103 .  
 
 
δm(t0 ) = δm0 , δm′(t0 ) = γ m0δm0 ,
χm(t0 ) =
− f2(t0 )γ m0 + f4(t0 )⎡⎣ ⎤⎦ f15(t0 )+ f11(t0 )γ m02 + f12(t0 )γ m0 − f13(t0 )⎡⎣ ⎤⎦ f3(t0 ){ }
f1(t0 )γ m0 − f5(t0 )⎡⎣ ⎤⎦ f15(t0 )+ f3(t0 ) f14(t0 )
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1
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− f2(t0 )γ m0 + f4(t0 )⎡⎣ ⎤⎦ f15(t0 )+ f11(t0 )γ m02 + f12(t0 )γ m0 − f13(t0 )⎡⎣ ⎤⎦ f3(t0 ){ } f1(t0 )γ m0 − f5(t0 )⎡⎣ ⎤⎦
f1(t0 )γ m0 − f5(t0 )⎡⎣ ⎤⎦ f15(t0 )+ f3(t0 ) f14(t0 )
⎧
⎨⎪
⎩⎪
+ f2(t0 )γ m0 − f4(t0 )}δm0
(13)	
を課す．ここ  γ m0は初期時刻での増加率 γ m を表す．また， δm0 は定数である.	
 
3.	結果および考察	
	 本節では，(9)-(11),	(13)をみたす摂動を提示する．粘性の影響を無視した場合の摂動との比較も行う．Ogawa 
et al. (2018)のデータ ρ = 1.18 g/cm
3 ,  α = 65g/s
2 , 0.240 g/(cm s)= ⋅µ , 落下する液滴の直径 d0 =0.506 cm , ター
ゲットに衝突するときの液滴の速度 U =371 cm/sを用いる．レイノルズ数 Re = ρUd0 / µはRe = 928，ウェーバ 
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 3 
が得られる．ここで， Q0 =d(πa0
2R0 ) / dt は液膜からリムへの体積流量である．与えられた R0(t)と a0(t)に対して
 V0 ,  Q0が決定され，さらに(3),(4)より		
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dV0
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+ 2α (R0 − a0 )
⎡
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 h =
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(R0 − )( S 0 )
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が
径  t,θ ) リム断面半径の摂動 χ(t,θ ) が	
	 	 	  R = R0(1+δ ), a = a0(1+ χ ) 		 	 			 				(7)	
をみたすとする．但し， δ , χ <<1である．リムの中心線方向の液体速度 w(t,θ ) は	 w << V0 をみたすとする．	
そして これらの摂動をフーリエ級数を用いて	
 	 	 	 	 	 	 	 	 	
 
δ (t,θ ) = δm(t,θ )∑ , δm(t,θ ) ≡ Re δm(t)eim( ),
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, χm(t,θ ) ≡ Re χm(t)eimθ( ),
w(t,θ ) = w , )
m
∑ , m(t,θ ) ≡ Re wm(t)eimθ( )
             (8)	
と表す  δm,	 χm ,	 wm ( m = 1,2,...) 関数である．(1),	(2)を線形化すると，摂動 δm,	 χm ,	
 wm に対する変数係数常微分方程式系	
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	 	 	 	  f6(t) ′wm = f7 (t) δm + f8(t) ′δm + f9(t) w + f10(t) χm , 		 	 	 	 	 	(10)	
	 	 	 	  f11(t) ′′δm + f12(t) ′δm = f13(t) δm + f14(t) χm + f15(t) wm 		 			 	 					(11)	
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図 2	周波数 の関数としてのリム半径の摂動 δmの振幅.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合,	青線は粘性の
影響を無視した場合を表す．(a) 
t  / τ cap =0.0236; (b) t  / τ cap =0.411;	(c) t  / τ cap =0.0617 ;	(d) t  / τ cap =0.0822;	
(e) 
t  / τ cap =0.103 .  
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3 ．結果および考察
本節では，（9）-（11），（13）をみたす摂動を提示する．粘性の影響を無視した場合の摂動との比較も行う．Ogawa et al. (2018)
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2d0 /αは We = 1270，オーネゾルゲ数 Oh = µ / ραd0 は Oh ≈ 0.038となる．また，基準流とし
て与えられる R0 と a0および初期時刻 t0を 
     R0(t) =  (7.64 t  / τ cap − 0.0786)
1/2 , a0(t) =  0.233 t  / τ cap + 0.00530 (0.0236 ≤ t  / τ cap ≤ 0.103),    				(14)	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	  t0 = 1.15 ms	( 
t0  / τ cap = 0.0236 )	 		 						(15)	
とする．ここで，
 
τ cap = ρ d03 /α はcapillary timeである．さらに，すべての mに対して	
	 	 	 	 	 	 	 	 	  δm0 = 0.001		 		 						(16)	
とし，各 mに対する摂動をルンゲ・クッタ法により求めた．	
	 図2は異なる時刻における δmの振幅，図3は χm の振幅を示している．摂動は周波数 mの関数として表されて
おり，粘性の影響を考慮に入れた場合と無視した場合の比較がされている．図2(a)，図3(a)における初期時刻で
の摂動の値は，初期条件(13),	(16)によって決定されている．粘性の影響を考慮した場合は m = 40で，無視した
場合は m = 34で曲線が滑らかではない．これは，特性方程式(12)によって決まる γ m0の値が原因である．	
	 図 2 の初期時刻を除く各時刻で，摂動 δmは，粘性の影響がある場合も無視した場合も m ≈ 20より小さい範囲
で mの増加とともに振幅が増加する． m ≈ 20で振幅は最大となり， m ≈ 20より大きい範囲で減少する．どちら	
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+ f2(t0 )γ m0 − f4(t0 )}δm0
(13)	
を課す．ここで， γ m0は初期時刻での増加率 γ m を表す．また， δm0 は定数である.	
 
3.	結果および考察	
	 本節では，(9)-(11),	(13)をみたす摂動を提示する 粘性の影響を無視した場合の摂動との比較も行う．Ogawa 
et al. (2018)のデータ ρ = 1.18 g/cm
3 ,  α = 65g/s
2 , 0.240 g/(cm s)= ⋅µ , 落下する液滴の直径 d0 =0.506 cm , ター
ゲットに衝突するときの液滴の速度 U =371 cm/sを用いる．レイノルズ数 Re = ρUd0 / µはRe = 928，ウェーバ 
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(c) t  /  cap =0.0617 ; (d) t  /  cap =0.0822; (e) t  /  cap =0.103.  
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る周波数.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す.			
	
 
図 5	(a)	リム半径の摂動 δ19(t,θ )の時間発展および	(b)リム断面の半径の摂動 χ22(t,θ )の時間発展．黒線は粘性
の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す．	
	
の場合も，時間の経過と  δmの振幅の最大値が増加している．また， m ≤10と m ≥ 34では δmの振幅に対す
る粘性の影響はない．中間の範囲では，粘性の影響を考慮した場合よりも無視した場合の方が， δmの振幅が大き
い．		
	 リム断面半径の摂動 χm も，中間的な値の周波数において，粘性の影響がある場合よりもない場合の方が振幅
は大きい．このことは，円柱状の自由表面をもつ液体の，時間に依存しない基準流に対する摂動の成長率の最大
値は，粘性の影響がある場合よりも無視した場合（レイリー・プラトー不安定性）の方が大きい(Chandrasekhar 
1961)ことに対応している．摂動 δmと χm を比較すると， χm の振幅の方が大幅に大きい．よって，各時刻で，リ
ム中心線の円からのずれの割合よりも，リムの太さの変化の割合が大きくなる． 
	 図4は，摂動の最大振幅に対応する周波数を示している．初期時刻付近における周波数は，初期条件によって
完全に決定されている．その後，摂動 δmに対応する周波数は，時間が経過しても大きな変化はない．無次元時間
 
t / τ cap ≈ 0.04より小さい範囲で，周波数は僅かに小さくなったあと僅かに大きくなり， t / τ cap = 0.103では粘性の
影響を考慮に入れた場合は m = 19,	無視した場合は m = 23になる．各時刻で粘性の影響がある場合の方が，振
幅が最大となる周波数は小さい．一方，摂動 χm に対する周波数は単調に減少する． t / τ cap ≈ 0.03より小さい範囲
で大きく減少し，その後緩やかに変化する． 
t / τ cap ≈ 0.03より大きい範囲では粘性の影響がある場合の方が周波
数が小さくなる．今回の予測では， 
t / τ cap = 0.103で，粘性の影響を考慮した場合は m = 22 ,	無視した場合は
 m = 25となる．さらに， δmに対応する周波数の方が， χm に対する周波数よりも小さい． 
	 図5は，粘性の影響を考慮した場合に 
t / τ cap = 0.103で摂動の振幅が最大となる周波数に対する，摂動の振幅を
示している．粘性を考慮した場合も無視した場合も，リム半径の摂動とリム断面の半径の摂動は，ともに指数関
数的成長よりも遅い．図5から，粘性は摂動の成長を抑える効果があると分かる．		
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合よりも，リムの太さ 変化の割合が大きくなる．
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図 3	周波数 mの関数としてのリム断面半径の摂動 χm の振幅.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合,	青線は
粘性の影響を無視した場合を表す．(a)  
t  / τ cap =0.0236 ;	(b)  t  / τ cap =0.411 ;	(c)  t  / τ cap =0.0617 ;	(d)
 
t  / τ cap =0.0822;	(e) t  / τ cap =0.103 . 	
 
ー数 We = ρU
2d0 /αは We = 1270，オーネゾルゲ数 Oh = µ / ραd0 は Oh ≈ 0.038となる．また，基準流とし
て与えられる R0 と a0および初期時刻 t0を 
    R0(t)  (7.64 t  / τ cap − 0.0786)
1/2 , a0(t) =  0.233 t  / τ cap + 0.0053 (0. 236 ≤ t  / τ cap ≤ 0.103),    	 		(14)	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	  t0 = 1.15 ms	( 
t0  / τ cap = 0.0236 )	 	 		 			(15)	
とする．ここで，
 
τ cap = ρ d03 /α はcapillary timeである．さらに，すべての mに対して	
	 	 	 	 	 	 	 	 	  δm0 = 0.001		 		 						(16)	
とし，各 mに対する摂動をルンゲ・クッタ法により求め ．	
	 図2 異な 時刻における δmの振幅，図3は χm の振幅 示 ている．摂動は周波数 m 関数として表されて
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図 3 周波数 mの関数としてのリム断面半径の摂動 mの振幅. 黒線は粘性の影響を考慮
に入れた場合, 青線は粘性の影響を無視した場合を表す．(a) t  /  cap =0.0236 ; (b)
t  /  cap =0.411; (c) t  /  cap =0.0617 ; (d) t  /  cap =0.0822; (e) t  /  cap =0.103.  
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液膜のトーラス状リムの線形不安定性における粘性の影響
図 4は，摂動の最大振幅に対応する周波数を示している．初期時刻付近における周波数は，初期条件によって完全に
決定されている．その後，摂動
 6 
 
図 4	(a)	リム半径の摂動 δmの振幅が最大となる周波数および	(b)リム断面の半径の摂動 χm の振幅が最大とな
る周波数.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す.			
	
 
図 5	(a)	リム半径の摂動 δ19(t,θ )の時間発展および	(b)リム断面の半径の摂動 χ22(t,θ )の時間発展．黒線は粘性
の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す．	
	
の場合も，時間の経過とともに δmの振幅の最大値が増加している．また， m ≤10と m ≥ 34では δmの振幅に対す
る粘性の影響はない．中間の範囲では，粘性の影響を考慮した場合よりも無視した場合の方が， δmの振幅が大き
い．		
	 リム断面半径の摂動 χm も，中間的な値の周波数において，粘性の影響がある場合よりもない場合の方が振幅
は大きい．このことは，円柱状の自由表面をもつ液体の，時間に依存しない基準流に対する摂動の成長率の最大
値は，粘性の影響がある場合よりも無視した場合（レイリー・プラトー不安定性）の方が大きい(Chandrasekhar 
1961)ことに対応している．摂動 δmと χm を比較すると， χm の振幅の方が大幅に大きい．よって，各時刻で，リ
ム中心線の円からのずれの割合よりも，リムの太さの変化の割合が大きくなる． 
	 図4は，摂動の最大振幅に対応する周波数を示している．初期時刻付近における周波数は，初期条件によって
完全に決定されている．その後，摂動 δmに対応する周波数は，時間が経過しても大きな変化はない．無次元時間
 
t / τ cap ≈ 0.04より小さい範囲で，周波数は僅かに小さくなったあと僅かに大きくなり， t / τ cap = 0.103では粘性の
影響を考慮に入れた場合は m = 19,	無視した場合は m = 23になる．各時刻で粘性の影響がある場合の方が，振
幅が最大となる周波数は小さい．一方，摂動 χm に対する周波数は単調に減少する． t / τ cap ≈ 0.03より小さい範囲
で大きく減少し，その後緩やかに変化する． 
t / τ cap ≈ 0.03より大きい範囲では粘性の影響がある場合の方が周波
数が小さくなる．今回の予測では， 
t / τ cap = 0.103で，粘性の影響を考慮した場合は m = 22 ,	無視した場合は
 m = 25となる．さらに， δmに対応する周波数の方が， χm に対する周波数よりも小さい． 
	 図5は，粘性の影響を考慮した場合に 
t / τ cap = 0.103で摂動の振幅が最大となる周波数に対する，摂動の振幅を
示している．粘性を考慮した場合も無視した場合も，リム半径の摂動とリム断面の半径の摂動は，ともに指数関
数的成長よりも遅い．図5から，粘性は摂動の成長を抑える効果があると分かる．		
	
 0
 10
 20
 30
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(a)
 20
 30
 40
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(b)
10-3
10-2
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 δ 1
9
t / τcap
(a)
10-2
10-1
100
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 χ 2
2
t / τcap
(b)
に対応する周波数は，時間が経過しても大きな変化はない．無次元時間
 6 
 
図 4	(a)	リム半径の摂動 δmの振幅が最大となる周波数および	(b)リム断面の半径の摂動 χm の振幅が最大とな
る周波数.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す.			
	
 
図 5	(a)	リム半径の摂動 δ19(t,θ )の時間発展および	(b)リム断面の半径の摂動 χ22(t,θ )の時間発展．黒線は粘性
の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す．	
	
の場合も，時間の経過とともに δmの振幅の最大値が増加している．また， m ≤10と m ≥ 34では δmの振幅に対す
る粘性の影響はない．中間の範囲では，粘性の影響を考慮した場合よりも無視した場合の方が， δmの振幅が大き
い．		
	 リム断面半径の摂動 χm も，中間的な値の周波数において，粘性の影響がある場合よりもない場合の方が振幅
は大きい．このことは，円柱状の自由表面をもつ液体の，時間に依存しない基準流に対する摂動の成長率の最大
値は，粘性の影響がある場合よりも無視した場合（レイリー・プラトー不安定性）の方が大きい(Chandrasekhar 
1961)ことに対応している．摂動 δmと χm を比較すると， χm の振幅の方が大幅に大きい．よって，各時刻で，リ
ム中心線の円からのずれの割合よりも，リムの太さの変化の割合が大きくなる． 
	 図4は，摂動の最大振幅に対応する周波数を示している．初期時刻付近における周波数は，初期条件によって
完全に決定されている．その後，摂動 δmに対応する周波数は，時間が経過しても大きな変化はない．無次元時間
 
t / τ cap ≈ 0.04より小さい範囲で，周波数は僅かに小さくなったあと僅かに大きくなり， t / τ cap = 0.103では粘性の
影響を考慮に入れた場合は m = 19,	無視した場合は m = 23になる．各時刻で粘性の影響がある場合の方が，振
幅が最大となる周波数は小さい．一方，摂動 χm に対する周波数は単調に減少する． t / τ cap ≈ 0.03より小さい範囲
で大きく減少し，その後緩やかに変化する． 
t / τ cap ≈ 0.03より大きい範囲では粘性の影響がある場合の方が周波
数が小さくなる．今回の予測では， 
t / τ cap = 0.103で，粘性の影響を考慮した場合は m = 22 ,	無視した場合は
 m = 25となる．さらに， δmに対応する周波数の方が， χm に対する周波数よりも小さい． 
	 図5は，粘性の影響を考慮した場合に 
t / τ cap = 0.103で摂動の振幅が最大となる周波数に対する，摂動の振幅を
示している．粘性を考慮した場合も無視した場合も，リム半径の摂動とリム断面の半径の摂動は，ともに指数関
数的成長よりも遅い．図5から，粘性は摂動の成長を抑える効果があると分かる．		
	
 0
 10
 20
 30
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(a)
 20
 30
 40
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(b)
10-3
10-2
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 δ 1
9
t / τcap
(a)
10-2
10-1
100
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 χ 2
2
t / τcap
(b)
より小さい範囲で，周波数は僅かに小さくなったあと僅かに大きくなり，
 6 
 
図 4	(a)	リム半径の摂動 δmの振幅が最大となる周波数および	(b)リム断面の半径の摂動 χm の振幅が最大とな
る周波数.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す.			
	
 
図 5	(a)	リム半径の摂動 δ19(t,θ )の時間発展および	(b)リム断面の半径の摂動 χ22(t,θ )の時間発展．黒線は粘性
の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す．	
	
の場合も，時間の経過とともに δmの振幅の最大値が増加している．また， m ≤10と m ≥ 34では δmの振幅に対す
る粘性の影響はない．中間の範囲では，粘性の影響を考慮した場合よりも無視した場合の方が， δmの振幅が大き
い．		
	 リム断面半径の摂動 χm も，中間的な値の周波数において，粘性の影響がある場合よりもない場合の方が振幅
は大きい．このことは，円柱状の自由表面をもつ液体の，時間に依存しない基準流に対する摂動の成長率の最大
値は，粘性の影響がある場合よりも無視した場合（レイリー・プラトー不安定性）の方が大きい(Chandrasekhar 
1961)ことに対応している．摂動 δmと χm を比較すると， χm の振幅の方が大幅に大きい．よって，各時刻で，リ
ム中心線の円からのずれの割合よりも，リムの太さの変化の割合が大きくなる． 
	 図4は，摂動の最大振幅に対応する周波数を示している．初期時刻付近における周波数は，初期条件によって
完全に決定されている 摂動 δmに対応する周波数は，時間が経過しても大きな変化はない．無次元時間
 
t / τ cap ≈ 0.04より小さい範囲で，周波数は僅かに小さくなったあと僅かに大きくなり， t / τ cap = 0.103では粘性の
影響を考慮に入れた場合は m = 19,	無視した場合は m = 23になる．各時刻で粘性の影響がある場合の方が，振
幅が最大となる周波数は小さい．一方，摂動 χm に対する周波数は単調に減少する． t / τ cap ≈ 0.03より小さい範囲
で大きく減少し，その後緩やかに変化する． 
t / τ cap ≈ 0.03より大きい範囲では粘性の影響がある場合の方が周波
数が小さくなる．今回の予測では， 
t / τ cap = 0.103で，粘性の影響を考慮した場合は m = 22 ,	無視した場合は
 m = 25となる．さらに， δmに対応する周波数の方が， χm に対する周波数よりも小さい． 
	 図5は，粘性の影響を考慮した場合に 
t / τ cap = 0.103で摂動の振幅が最大となる周波数に対する，摂動の振幅を
示している．粘性を考慮した場合も無視した場合も，リム半径の摂動とリム断面の半径の摂動は，ともに指数関
数的成長よりも遅い．図5から，粘性は摂動の成長を抑える効果がある 分 る．		
	
 0
 10
 20
 30
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(a)
 20
 30
 40
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(b)
10-3
10-2
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 δ 1
9
t / τcap
(a)
10-2
10-1
100
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 χ 2
2
t / τcap
(b)
の影響を考慮に入れた
場合は
 6 
 
図 4	(a)	リム半径の摂動 δmの振幅が最大となる周波数および	(b)リム断面の半径の摂動 χm の振幅が最大とな
る周波数.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す.			
	
 
図 5	(a)	リム半径の摂動 δ19(t,θ ) 時間発展および	(b)リム断面の半径の摂動 χ22(t,θ ) 時間発展．黒線は粘性
の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す．	
	
の場合も，時間 経過とともに δmの振幅の最大値が増加している．また， m ≤10と m ≥ 34では δmの振幅に対す
る粘性の影響はない．中間の範囲では，粘性の影響を考慮した場合よりも無視した場合の方が， δmの振幅が大き
い．		
	 リム断面半径の摂動 χm も，中間的な値の周波数において，粘性の影響がある場合よりもない の方が振幅
は大きい．このことは，円柱状の自由表面をもつ液体の，時間に依存しない基準流に対する摂動の成長率の最大
値は，粘性の影響がある場合よりも無視した場合（レイリー・プラトー不安定性）の方が大きい(Chandrasekhar 
1961)ことに対応している．摂動 δmと χm を比較すると， χm の振幅の方が大幅に大きい．よって，各時刻で，リ
ム中心線の円からのずれ 割合よりも，リムの太さの変化の割合が大きくなる． 
	 図4は，摂動の最大振幅に対応する周波数を示している．初期時刻付近における周波数は，初期条件によって
完全に決定されている．その後，摂動 δmに対応する周波数は，時間が経過しても大きな変化はない．無次元時間
 
t / τ cap ≈ 0.04より小さい範囲で，周波数は僅かに小さくなったあと僅かに大きくなり， t / τ cap = 0.103では粘性
影響を考慮に入れた  m = 19,	無視した場合は m = 23になる．各時刻で粘性の影響がある場合の方 ，振
幅が最大となる周波数は小さい．一方，摂動 χm に対する周波数は単調に減少する． t / τ cap ≈ 0.03より小さい範囲
で大きく減少し，その後緩やかに変化する． 
t / τ cap ≈ 0.03より大きい範囲では粘性の影響がある場合の方 周波
数が小さくなる．今回の予測では， 
t / τ cap = 0.103で，粘性の影響を考慮した場合は m = 22 ,	無視した場合は
 m = 25となる．さらに， δmに対応する周波数の方が， χm に対する周波数よりも小さい． 
	 図5は，粘性の影響を考慮した場合に 
t / τ cap = 0.103で摂動の振幅が最大とな 周波数に対す ，摂動の振幅を
示している．粘性を考慮した場合も無視 ，リム半径の摂動とリム断面の半径の摂動は，ともに指数関
数的成長よりも遅い．図5から，粘性は摂動の成長を抑える効果があると分かる．		
	
 0
 10
 20
 30
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(a)
 20
 30
 40
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(b)
10-3
10-2
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 δ 1
9
t / τcap
(a)
10-2
10-1
100
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 χ 2
2
t / τcap
(b)
 無
  
 
4	(a)	  δm 	(b)  m
.	 .			
	
 
5	(a)	  δ19(t,θ ) 	(b)  22(t,θ )
	
	
 δm  10  34  δm
 δm
		
	  m
( handrasekhar 
1961)  δm  m  m
 
	 4
 δm
 
t / τ cap 0.04  t / τ cap 0.103
場  19,	  23
 m  
t / τ cap 0.03
 
t / τ cap 0.03
 
t / τ cap 0.103  22 ,	
 25  δm  m  
	 5  
t / τ cap 0.103
5 		
	
 0
 10
 20
 30
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(a)
 20
 30
 40
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
( )
10-3
10-2
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 δ 1
9
t / τcap
(a)
10-2
10-1
100
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 χ 2
2
t / τcap
( )
． で粘性の影響がある場合の方が，振幅が最大となる周波数は小さい．
一方，摂動
 6 
 
図 4	(a)	リム半径の摂動 δmの振幅が最大となる周波数および	(b)リム断面の半径の摂動 χm の振幅が最大とな
る周波数.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す.			
	
 
図 5	(a)	リム半径の摂動 δ19(t,θ ) 時間発展および	(b)リム断面の半径の摂動 χ22(t,θ ) 時間発展．黒線は粘性
影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す．	
	
の場合も，時間 経過とともに δm 振幅の最大値が増加している．また  m ≤10と m ≥ 34では δmの振幅に対す
る粘性の影響はない．中間の範囲では 粘性の影響を考慮した場合よりも無視した場合の方が， δmの振幅が大き
い．		
	 リム断面半径の  χm も，中間的な値の周波数において，粘性の影響がある場合よりもない の方が振幅
は大きい．このことは，円柱状の自由表面をもつ液体の，時間に依存しない基準流に対する摂動の成長率の最大
値は，粘性の影響がある場合よりも無視した場合（レイリー・プラトー不安定性）の方が大きい(Chandrasekhar 
1961)ことに対応している．摂動 δmと χm を比較すると， χm の振幅の方が大幅に大きい．よって，各時刻で，リ
ム中心線の円からのずれ 割合よりも，リムの太さの変化の割合が大きくなる． 
	 図4は，摂動の最大振幅に対応する周波数を示している．初期時刻付近における周波数は，初期条件によって
完全に決定されている．その後，摂動 δmに対応する周波数は，時間が経過しても大きな変化はない．無次元時間
 
t / τ cap ≈ 0.04より小さい範囲で，周波数は僅かに小さくなったあと僅かに大きくなり， t / τ cap = 0.103では粘性の
影響を考慮に入れた場合は m = 19,	無視した場合は m = 23になる．各時刻で粘性の影響がある場合の方 ，振
幅が最大となる周波数は小さい．一方，摂動 χm に対する周波数は単調に減少する． t / τ cap ≈ 0.03より小さい範囲
で大きく減少し，その後緩やかに変化する． 
t / τ cap ≈ 0.03より大きい範囲では粘性の影響がある場合の方 周波
数が小さくなる．今回の予測では， 
t / τ cap = 0.103で，粘性の影響を考慮した場合は m = 22 ,	無視した場合は
 m = 25となる．さらに， δmに対応する周波数の方が， χm に対する周波数よりも小さい． 
	 図5は，粘性の影響を考慮した場合に 
t / τ cap = 0.103で摂動の振幅が最大となる周波数に対す ，摂動の振幅を
示している．粘性を考慮した場合も無視 ，リム半径の摂動とリム断面の半径の摂動は，ともに指数関
数的成長よりも遅い．図5から，粘性は摂動の成長を抑える効果があると分かる．		
	
 0
 10
 20
 30
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(a)
 20
 30
 40
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(b)
10-3
10-2
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 δ 1
9
t / τcap
(a)
10-2
10-1
100
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 χ 2
2
t / τcap
(b)
に対する周波数は単調 減少する．
 6 
 
図 4	(a)	リム半径の摂動 δm 振幅が最大となる周波数および	(b)リム断面の半径の摂動 χm の振幅が最大とな
る周波数.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す.			
	
 
図 5	(a)	リム半径の摂動 δ19(t,θ の時間発展および	(b)リム断面の半径の摂動 χ22(t,θ )の時間発展．黒線は粘性
の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す．	
	
の場合も，時間の経過とともに δmの振幅 最大値が増加している．また， m ≤10と ≥ 34では δmの振幅に対す
る粘性の影響はない．中間の範囲では，粘性の影響を考慮した場合よりも無視した場合の方が， δmの振幅が大き
い．		
	 リム断面半径の摂動 χm も，中間的な値の周波数において，粘性 影響がある場合よりもない場合の方が振幅
は大きい．このことは，円柱状の自由表面をもつ液体の，時間に依存しない基準流に対する摂動の成長率 最大
値は，粘性の影響がある場合よりも無視した場合（レイリー・プラトー不安定性）の方が大きい(Chandrasekhar 
1961)ことに対応している．摂動 δmと χm を比較すると， χ の振幅 方が大幅に大きい．よって，各時刻で，リ
ム中心線の円から ずれの割合よりも，リムの太さの変化の割合が大きくなる． 
	 図4は，摂動の最大振幅に対応する周波数を示している．初期時刻付近におけ 周波数は，初期条件によって
完全に決定されている．その後，摂動 δmに対応する周波数は，時間 経過 も大きな変化は い 無次元時間
 
t / τ cap ≈ 0.04より小さい範囲で，周波数は僅かに小さくなったあと 大き り， t / τ cap = 0.103では粘性の
影響を考慮に入れた場合は m = 19,	無視し  23になる．各時刻で粘性の影響がある場合の方が，振
幅が最大となる周波数は小さい．一方，摂動 χm に対する周波数は単調に減少  t / τ cap ≈ 0.03より小さい範囲
で大きく減少し，その後緩やかに変化する． 
t / τ cap ≈ 0.03より大きい範囲では粘性の影響がある場合の方が周波
数が小さくなる．今回の予測では， 
t / τ cap = 0.103で，粘性の影響を考慮した場合は m = 22 ,	無視した場合は
 m = 25となる．さらに， δmに対応す 周波数の方が， χm に対する周波数よりも小さい． 
	 図5は，粘性の影響を考慮した場合に 
t / τ cap = 0.103で摂動の振幅が最大となる周波数に対する，摂動の振幅を
示している．粘性を考慮した場合も無視した場合も，リム半径の摂動とリム断面の は，ともに指数関
数的成長よりも遅い．図5から，粘性は摂動の成長を抑える効果があると分か ．		
	
 0
 10
 20
 30
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(a)
 20
 30
 40
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(b)
10-3
10-2
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 δ 1
9
t / τcap
(a)
10-2
10-1
100
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 χ 2
2
t / τcap
(b)
範囲で大きく減少し，その後緩やかに変化する．
 6 
 
図 4	(a)	リム半径の摂動 δmの振幅が最大となる周波数および (b)リム断面の半径の摂動 χm の振幅が最大とな
る周波数.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す.			
	
 
図 5	(a)	リム半径の摂動 δ19(t,θ )の時間発展および	(b)リム断面の半径の摂動 χ22(t,θ )の時間発展．黒線は粘性
の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す．	
	
の場合も，時間の経過とともに δmの振幅の最大値が増加してい ．また， m ≤10と m ≥ 34では δm 振幅に対す
る粘性の影響はない．中間の範囲では，粘性の影響を考慮した場合よりも無視した場合の方が， δmの振幅が大き
い．		
	 リム断面半径の摂動 χm も，中間的な値の周波数において，粘性 影響がある場合よりもない場合の方が振幅
は大きい．このことは，円柱状の自由表面をもつ液体の，時間に依存しない基準流に対する摂動の成長率の最大
値は，粘性の影響がある場合よりも無視した場合（レイリー・プラトー不安定性）の方が大きい(Chandrasekhar 
1961)ことに対応している．摂動 δmと χm を比較すると， χm の振幅の方が大幅に大きい．よって，各時刻で，リ
ム中心線の円からのずれの割合よりも，リムの太さの変化の割合が大きくなる． 
	 図4は，摂動の最大振幅に対応する周波数を示している．初期時刻付近における周波数は，初期条件によって
完全に決定されている．その後，摂動 δmに対応する周波数は，時間が経過しても大きな変化はない．無次元時間
 
t / τ cap ≈ 0.04より小さい範囲で，周波数は僅かに小さくなったあと僅かに大きくなり， t / τ cap 0.103で 粘性の
影響を考慮に入れた場合は m = 19,	無視した場合は m = 23になる．各時刻で粘性の影響がある場合の方が，振
幅が最大となる周波数は小さい．一方，摂動 χm に対する周波数は単調に する． t / τ cap ≈ 0.03より小さい範囲
で大きく減少し，その後緩やかに変化する． 
t / τ cap ≈ 0.03より大きい範囲では粘性の影響がある場合の方が周波
数が小さくなる．今回の予測では， 
t / τ cap = 0.103で，粘性の影響を考慮した場合は m = 22 ,	無視した場合は
 m = 25となる．さらに， δmに対応する周波数の方が， χm に対する周波数よりも小さい． 
	 図5は，粘性の影響を考慮した場合に 
t / τ cap = 0.103で摂動の振幅が最大となる周波数に対する，摂動の振幅を
示している．粘性を考慮した場合も無視した場合も，リム半径の摂動とリム断面の半径の摂動は，ともに指数関
数的成長よりも遅い．図5から，粘性は摂動の成長を抑える効果があると分かる．		
	
 0
 10
 20
 30
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(a)
 20
 30
 40
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(b)
10-3
10-2
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 δ 1
9
t / τcap
(a)
10-2
10-1
100
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 χ 2
2
t / τcap
(b)
大き 範囲では粘性の影響がある場合の方が周波数 小さくなる．今回の予測では，
 6 
 
図 4	(a)	リム半径の摂動 δmの振幅が最大となる周波数および	(b)リム断面の半径の摂動 χm の振幅が最大とな
る周波数.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す.			
	
 
図 5	(a)	リム半径の摂動 δ19(t,θ )の時間発展および	(b)リム断面の半径の摂動 χ22(t,θ )の時間発展．黒線は粘性
の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す．	
	
の場合も，時間の経過とともに δmの振幅 最大値が増加している．また， m ≤10と m ≥ 34では δmの振幅に対す
る粘性の影響はない．中間の範囲では，粘性の影響を考慮した場合よりも無視した場合の方が， δmの振幅が大き
い．		
	 リム断面半径の摂動 χm も，中間的な値の周波数において，粘性の影響がある場合よりもない場合の方が振幅
は大きい．このことは，円柱状の自由表面をもつ液体の，時間に依存しない基準流に対する摂動の成長率の最大
値は，粘性の影響がある場合よりも無視した場合（レイリー・プラトー不安定性）の方が大きい(Chandrasekhar 
1961)ことに対応している．摂動 δmと χm を比較すると， χm の振幅の方が大幅に大きい．よって 各時刻で，リ
ム中心線の円からのずれの割合よりも，リムの太さの変化の割合が大きくなる． 
	 図4は，摂動の最大振幅に対応する周波数を示している．初期時刻付近における周波数は，初期条件によって
完全に決定されている．その後，摂動 δmに対応する周波数は，時間が経過しても大きな変化はない．無次元時間
 
t / τ cap ≈ 0.04より小さい範囲で，周波数は僅かに小さくなったあと僅かに大きくなり， t / τ cap = 0.103では粘性の
影響を考慮に入れた場合は m = 19,	無視した場合は m = 23になる．各時刻で粘性の影響がある場合の方が，振
幅が最大となる周波数は小さい．一方，摂動 χm に対す 単調に減少する． t / τ cap ≈ 0.03より小さい範囲
で大きく減少し，その後緩やかに変化する． 
t / τ cap ≈ 0.03より大きい範囲では粘性の影響がある場合の方が周波
数が小さくな ．今回 予測では  
t / τ cap = 0.103で，粘性の影響を考慮した場合は m = 22 ,	無視した場合は
 m = 25となる．さらに， δmに対応する周波数の方が， χm に対する周波数よりも小さい． 
	 図5は，粘性の影響を考慮した場合に 
t / τ cap = 0.103で摂動の振幅が最大となる周波数に対する， を
示している．粘性を考慮した場合も無視した場合も，リム半径の摂動とリム断面の半径の摂動は，ともに指数関
数的成長よりも遅い．図5から，粘性は摂動の成長を抑える効果があると分かる．		
	
 0
 10
 20
 30
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(a)
 20
 30
 40
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(b)
10-3
10-2
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 δ 1
9
t / τcap
(a)
10-2
10-1
100
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 χ 2
2
t / τcap
(b)
 6 
 
図 4	(a)	リム半径の摂動 δmの振幅が最大となる周波数および	(b)リム断面の半径の摂動 χm の振幅が最大とな
る周波数.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す.			
	
 
図 5	(a)	リム半径の摂動 δ19(t,θ )の時間発展および	(b)リム断面の半径の摂動 χ22(t,θ )の時間発展．黒線は粘性
の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す．	
	
の場合も，時間の経過とともに δmの振幅の最大値が増加している．また， m ≤10と m ≥ 34では δmの振幅に対す
る粘性の影響はない．中間の範囲では，粘性の影響を考慮した場合よりも無視した場合の方が， δmの振幅が大き
い．		
	 リム断面半径の摂動 χm も，中間的な値の周波数において，粘性の影響がある場合よりもない場合の方が振幅
は大きい．このことは，円柱状の自由表面をもつ液体の，時間に依存しない基準流に対する摂動の成長率の最大
値は，粘性の影響がある場合よりも無視した場合（レイリー・プラトー不安定性）の方が大きい(Chandrasekhar 
1961)ことに対応している．摂動 δmと χm を比較すると， χm の振幅の方が大幅 大きい．よって，各時刻で，リ
ム中心線の円からのずれの割合よりも，リムの太さの変化の割合が大きくなる． 
	 図4は，摂動の最大振幅に対応する周波数を示している．初期時刻付近における周波数は，初期条件によって
完全に決定されている．その後，摂動 δmに対応する周波数は，時間が経過しても大きな変化はない．無次元時間
 
t / τ cap ≈ 0.04より小さい範囲で，周波数は僅かに小さくなったあと僅かに大きくなり， t / τ cap = 0.103では粘性の
影響を考慮に入れた場合は m = 19,	無視した場合は m = 23になる．各時刻で粘性の影響がある場合の方が，振
幅が最大となる周波数は小さい．一方，摂動 χm に対する周波数は単調に減少する． t / τ cap ≈ 0.03より小さい範囲
で大きく減少し，その後緩やかに変化する． 
t / τ cap ≈ 0.03より大きい範囲では粘性の影響がある場合の方が周波
数が小さくなる．今回の予測では， 
t / τ cap = 0.103で，粘性の影響を考慮した場合は m = 22 ,	無視した場合は
 m = 25となる．さらに， δmに対応する周波数の方が， χm に対す りも小さい． 
	 図5は，粘性 影響を考慮した場合に 
t / τ cap = 0.103で摂動の振幅が最 る周波数に対する，摂動の振幅を
示している．粘性を考慮した場合も無視した場合も，リム半径の摂動とリム断面の半径の摂動は，ともに指数関
数的成長よりも遅い．図5から，粘性は摂動の成長を抑える効果があると分かる．		
	
 0
 10
 20
 30
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(a)
 20
 30
 40
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(b)
10-3
10-2
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 δ 1
9
t / τcap
(a)
10-2
10-1
100
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 χ 2
2
t / τcap
(b)
 4 
 
 ) リム半径の摂動mの振幅が最大となる周波数および (b)リム断面の半径の摂動
mの振幅が最大となる周波数. 黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した
場合を表す.   
 
  
 0
 10
 20
 30
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / cap
(a)
 20
 30
 40
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / cap
(b)
 6 
 
図 4	(a)	リム半径の摂動 δmの振幅が最大となる周波数および	(b)リム断面の半径の摂動 χm の振幅が最大とな
る周波数.	黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す.			
	
 
図 5	(a)	リム半径の摂動 δ19(t,θ )の時間発展および	(b)リム断面の半径の摂動 χ22(t,θ )の時間発展．黒線は粘性
の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す．	
	
の場合も，時間の経過とともに δmの振幅の最大値が増加している．また， m ≤10と m ≥ 34では δm に対す
る粘性の影響はない．中間の範囲では，粘性の影響を考慮した場合よりも無視した場合の方が， δmの振幅が大き
い．		
	 リム断面半径の摂動 χm も，中間的な値の周波数において，粘性の影響がある場合よりもない場合の方が振幅
は大きい．このことは，円柱状の自由表面をもつ液体の，時間に依存しない基準流に対する摂動の成長率の最大
値は，粘性 影響がある場合よりも無視した場合（レイリー・プラトー不安定性）の方が大きい(Chandrasekhar 
1961)ことに対応 ている．摂動 δmと χm を比較すると， χm の振幅の方が大幅に大きい．よって，各時刻で，リ
ム中心線の円からのずれの割合よりも，リムの太さの変化の割合が大きくなる． 
	 図4は，摂動の最大振幅に対応する周波数を示している．初期時刻付近における周波数は，初期条件によって
完全に決定されている．その後 摂動 δmに対応する周波数は，時間が経過しても大きな変化はない．無次元時間
 
t / τ cap ≈ 0.04より小さい範囲で，周波数は僅かに小さくなったあと僅かに大きくなり， t / τ cap = 0.103では粘性の
影響を考慮に入れた場合は m = 19,	無視した場合は m = 23になる．各時刻で粘性の影響がある場合の方が 振
幅が最大となる周波数は小さい．一方，摂動 χm に対する周波数は単調に減少する． t / τ cap ≈ 0.03より小さい範囲
で大きく減少し，その後緩やかに変化する． 
t / τ cap ≈ 0.03より大きい範囲では粘性の影響がある場合の方が周波
数が小さくなる．今回の予測では， 
t / τ cap = 0.103で 粘性の影響を考慮した場合は m = 22 ,	無視した場合は
 m = 25となる．さらに， δmに対応する周波数の方が， χm に対する周波数よりも小さい． 
	 図5は，粘性の影響を考慮した場合に 
t / τ cap = 0.103で摂動の振幅が最大となる周波数に対する 摂動の振幅を
示して る．粘性を考慮した場合も無視した場合も，リム半径の摂動とリム断面の半径の摂動は，ともに指数関
数的成長よりも遅い．図5から，粘性は摂動の成長を抑える効果があると分かる．		
	
 0
 10
 20
 30
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(a)
 20
 30
 40
0.02 0.05 0.08 0.11
m
t / τcap
(b)
10-3
10-2
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 δ 1
9
t / τcap
(a)
10-2
10-1
100
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x θ
 χ 2
2
t / τcap
(b)
 5 
 
5 (a) リム半径の摂動19 (t, )の時間発展および (b)リム断面の半径の摂動 22(t, )の
時間発展．黒線は粘性の影響を考慮に入れた場合，青線は無視した場合を表す． 
  
10-3
10-2
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x 
  1
9
t / cap
(a)
10-2
10-1
100
0.02 0.05 0.08 0.11
ma
x 
  2
2
t / cap
(b)
 7 
 
図 6	粘性の影響を考慮に入れた場合の，角度θ の関数としての	(a)リム半径の摂動 δ19(t,θ )および	(b)リム断面
の半径の摂動 χ22(t,θ ) ．無次元時間が変化している(黒:	  t  / τ cap =0.0236 ;	青:	  t  / τ cap =0.411 ;	緑:	
 
t  / τ cap =0.0617 ;	橙:	 t  / τ cap =0.0822;	紫:	 t  / τ cap =0.103)．		
	
	 図6は，角度θ 関数としての摂動 δmと χm を表している．例として，粘性の影響を考慮した場合の δ19 と χ22
を挙げている．影響を考慮した場合は m ≤ 39，無視した場合は m ≤ 35の範囲で standing waveが予測される．さ
らに図2-4と図6は，リムの摂動の最大点の方位角が 
t / τ cap > 0.05の範囲でほとんど変化しないことを示してい
る．これは，Ogawa et al. (2018)で見られる観測結果と一致する．  
 
4.	結論	
	 液滴が小さなターゲットに衝突して形成される液膜の，トーラス状リムの時間発展を理論的に考察した．液体
の粘性の影響を考慮した準一次元方程式系によってリム内の液体の運動を記述し，時間に依存する基準流に対す
る リム半径とリム断面半径の線形不安定性を調べた．	
	 調査の結果から，リム半径の 振幅およびリム断面半径の摂動の振幅は中間的な周波数で最大となること
が分かった．リム半径の振幅が最大となるような周波数が，時間の経過とともに殆ど変化しないのに対し，リム
断面半径についての周波数は減少する．粘性を無視した場合との比較では，リム半径 振幅が最大となる周波数
は，粘性の影響を考慮した場合の方が小さくなる．リム断面半径の振幅が最大となる周波数は，粘性の影響を考
慮に入れた場合の方が時間が経過す と小さくな ．また，リム半径の摂動に対応する周波数は，リム断面の半
径に対する周波数よりも小さい．	
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付録	
	 方程式系(9)-(11)の係数	 fi 	( i = 1,2,...,15)は		
            
 
f1(t) = 2πa02R0 ,
f2(t) = πa02R0 + hR0(R0 − a0 ),
f3(t) = −iπma02 ,
f4(t) = h(−R0V0 + a0VS ),
f5(t) = −h(2R0 − a0 )(VS −V0 ),
f6(t) = ρπa02R0 ,
f7 (t) = im −ρπa02R0 A0 + ρh(R0 − a0 )(VS −V0 )2 + µhV0⎡⎣ ⎤⎦ ,
f8(t) = imµ(3πa02 + hR0 ),
        											(A1)	
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図 6	粘性の影響を考慮 入れた場合の，角度θ の関数として 	(a)リム半径の摂動 δ19(t,θ )および	(b)リム断面
の半径の摂動 χ22(t,θ ) ．無次元時間が変化して る(黒:	  t  / τ cap =0.0236 ;	青:	  t  / τ cap =0.411 ;	緑:	
 
t  / τ cap =0.0617 ;	橙:	 t  / τ cap =0.0822;	紫:	 t  / τ cap =0.103)．		
	
	 図6は， θの関数としての摂動 δmと χm を表している．例として，粘性の影響を考慮した場合の δ19 と χ22
を挙げている．影響を考慮した場合は m ≤ 39，無視した場合は m ≤ 35の範囲で standing waveが予測される．さ
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示している．粘性を考慮した場合も無視した場合も，リム半径の摂動とリム断面の半径の摂動は，ともに指数関
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図 6	粘性の影響を考慮に入れた場合の，角度θ の関数としての	(a)リム半径の摂動 δ19(t,θ )および	(b)リム断面
の半径 摂動 χ22(t,θ ) ．無次元時間が変化してい (黒:	  t  / τ cap =0.0236 ;	青:	  t  / τ cap =0.411 ;	緑:	
 
t  / τ cap =0.0617 ;	橙:	 t  / τ cap =0.0822;	紫:	 t  / τ cap =0.103)．		
	 図6は 角度θの関数 しての摂動 δmと χm を表している．例として 粘性の影響を考慮した  δ19 と χ22
を挙げている．影響を考慮した場合  m ≤ 39，無視した場合は m ≤ 35の範囲で standing waveが予測 れる．さ
らに 2-4と図6は，リムの摂動 最大点の方位角が 
t / τ cap > 0.05の範囲でほとんど変化しないことを示してい
る．これは，Ogawa et al. (2018)で見られる観測結果と一致する．  
 
4.	結論	
	 液滴が小さなターゲットに衝突して形成される液膜の，トーラス状リムの 発展を理論的に考察した．液体
の粘性の影響を考慮した準一次元方程式系によってリム内の液体の運動を記述し，時間に依存する基準流に対す
る，リム半径とリム断面半径の線形不安定性を調べた．	
	 調査の結果から，リム半径の摂動の振幅およびリム断面半径の摂動の振幅は中間的な周波数で最大 なること
が分かった．リム半径の振幅が最大と るような周波数が，時間の経過とともに殆ど変化 な のに対し，リム
断面半径についての周波数は減少する．粘性を無視した場合との比較では，リム半径の振幅が最大となる周波数
は，粘性の影響を考慮した場合の方が小さくなる．リム断面半径の振幅が最大となる周波数は，粘性 影響を考
慮に入れた場合の方が時間が経過すると小さくなる．また，リム半径の摂動に対応する周波数は，リム断面の半
径に対する周波数よりも小さい．	
	 予測される摂動は指数関数的成長よりも遅く そして，粘性は摂動の成長を抑える．リム半径の摂動の振幅よ
りも，リム断面半径の摂動の振幅の方が大きい．	
	 さらに，予測 れる摂動 最大点の方位角は殆ど変化しない．	
	
付録	
	 方程式系(9)-(11)の係数	 fi 	( i = 1,2,...,15)は		
           
 
f1(t) = 2πa02R0 ,
f2(t) = πa02 + hR0(R0 − a0 ),
f3(t) = −iπma02 ,
f4(t) = h(−R0V0 + a0VS ),
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図 6	粘性の影響を考慮に入れた場合の，角度θ の関 として 	(a)リム半径の摂動 δ19(t,θ )および	(b)リム断面
の半径の摂動 χ22(t,θ ) ．無次元時間が変化している(黒:  t  / τ cap =0.0236 ;	青:	  t  / τ cap =0.411 ;	緑:	
 
t  / τ cap =0.0617 ;	橙:  t  / τ cap =0.0822;	紫:  t  / τ cap =0.103)．		
	
	 図6は，角度θの関数として 摂動 δmと χm を表している．例として，粘性の影響を考慮した場合の δ19 と χ22
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	 予測される摂動は指数関 的成長よりも遅く，そして，粘性は摂動の成長を抑える．リム半径の摂動の振幅よ
りも，リム断面半径の摂動の振幅 方が大きい．	
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図 6	粘性の影響を考慮に入れた場合の，角度θ 関数としての	(a)リム半径の摂動 δ19(t,θ )および	(b リム断面
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る，リム半径と 断面半径の線形不安定性を調べた．	
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	 予測される摂動は指数関数的成長よりも遅く，そして，粘性は摂動の成長を抑える．リム半径の摂動の振幅よ
りも，リム断面半径の摂動の振幅 方が大きい．	
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4 ．結論
液滴が小さなターゲットに衝突して形成される液膜 ，トーラス状リムの時間発展を理論的に考察した．液体の粘
性の影響を考慮した準一次元方程式系によってリム内の液体の運動を記述し，時間に依存する基準流に対する，リム
半径とリム断面半径の線形不安定性を調べた．
調査の結果から，リム半径の摂動の振幅およびリム断面半径の摂動の振幅は中間的な周波数で最大となることが分
かった．リム半径の振幅が最大となるような周波数が，時間の経過とともに殆ど変化しないのに対し，リム断面半径
ついての周波数は減少する．粘性を無視した場合との比較では，リム半径の振幅が最大となる周波数は，粘性の影
響を考慮した場合の方が小さくなる．リム断面半径の振幅が最大となる周波数は，粘性の影響を考慮に入れた場合の
方が時間が経過すると小さくなる．また，リム半径の摂動に対応する周波数は，リム断面 に対する周波数より
も小さい．
予測される摂動は指数関数的成長よりも遅く，そして，粘性は摂動の成長を抑える．リム半径の摂動の振幅よりも，
リム断面半径の摂動の振幅の方が大きい．
さらに，予測される摂動の最大点の方位角は殆ど変化しない．
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f9(t) = −ρπa02V0 − ρh(R0 − a0 )(VS −V0 )−
3πm2µa02
R0
,
f10(t) = im παa0 −
παm2a03
R0
2 +
6πµa02V0
R0
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
,
f11(t) = ρπa02R02 ,
f12(t) = 2ρπa02R0V0 + 2ρhR0(R0 − a0 )(VS −V0 )+ 3πµa02 + µhR0 ,
f13(t) = −2ρπa02R0 A0 + ρh(VS −V0 ) R0(VS − 3V0 )+ 2a0V0⎡⎣ ⎤⎦ −α (2R0 + m2πa0 )
− µ hV0 +
3πm2a02V0
R0
− hm2(VS −V0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,
f14(t) = −2ρπa02R0 A0 − ρha0(VS −V0 )2 −αa0 π − 2−
πm2a02
R0
2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
− 6πµa0
2V0
R0
,
f15(t) = −
3iπmµa02
R0
 
と表される． 
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液膜のトーラス状リムの線形不安定性における粘性の影響
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f9(t) = −ρπa02V0 − ρh(R0 − a0 )(VS −V0 )−
3πm2µa02
R0
,
f10(t) = im παa0 −
παm2a03
R0
2 +
6πµa02V0
R0
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
,
f11(t) = ρπa02R02 ,
f12(t) = 2ρπa02R0V0 + 2ρhR0(R0 − a0 )(VS −V0 )+ 3πµa02 + µhR0 ,
f13(t) = −2ρπa02R0 A0 + ρh(VS −V0 ) R0(VS − 3V0 )+ 2a0V0⎡⎣ ⎤⎦ −α (2R0 + m2πa0 )
− µ hV0 +
3πm2a02V0
R0
− hm2(VS −V0 )
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ ,
f14(t) = −2ρπa02R0 A0 − ρha0(VS −V0 )2 −αa0 π − 2−
πm2a02
R0
2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
− 6πµa0
2V0
R0
,
f15(t) = −
3iπmµa02
R0
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